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内 容 提 要 


本 书 集 中 介绍 了 最 近 几 年 出 现 的 .在 研究 分 形 的 数学 理论 中 
行 之 有 效 的 各 种 新 技巧 ,其 中 包括 各 种 研究 维 数 及 分 形 集 和 分 形 
测度 的 其 它 参 数 的 方法 , 以 及 概率 分 析 中 的 重要 定理 , 如 遍历 定 
理 和 更 新 定理 在 分 形 研究 中 的 应 用 , 同时 还 阐述 了 许多 新 的 更 复 
杂 的 技巧 , 如 热力 学 形式 体系 及 切线 测度 等 ， 这 都 是 深入 研究 分 

形 必 不 可 少 的 工具 ， 

本 书 可 以 看 成 是 《分 形 几 何 一 -数学 基础 及 其 应 用 》-- 书 的 续 
篇 ,是 深入 进行 分 形 理 论 研 究 必 备 的 教科 书 和 参考 书 ， 

本 中 译本 的 番 译 出 版 获得 了 广东 省 自然 科学 基金 的 部 分 资 
Bh. 
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(分形 几何 中 的 技巧 》 被 译 成 中 文 ， 我 感到 非常 高 兴 ， 当 今 
世界 ， 人 们 对 分 形 数 学 的 应 用 兴趣 正 与 日 俱 增 。 我 也 特别 注意 到 
中 国学 者 对 分 形 有 相当 的 兴趣 ， 中 国 的 大 学 及 一 些 研究 机 构 已 经 
做 了 大 量 的 出 色 的 研究 工作 。 我 希望 此 书 能 有 助 于 一 些 最 新 的 分 
形 理论 的 观点 和 方法 ， 为 广大 的 学 生 和 研究 人 员 所 接受 ， 让 我 再 
次 感谢 曾 文 曲 教授 组 织 翻 译 此 书 ， 这 样 的 翻译 工作 需要 极 高 的 数 
学 水 平和 语言 技巧 ， 我 非常 赞赏 他 们 的 辛勤 劳动 与 献身 精神 。 


AEB PEREA 
(Kenneth J. Falconer) 
1998 年 7 月 于 St. Andrews, Scotland 


原著 前 言 


本 书 氢 述 当前 在 分 形 的 数学 理论 研究 中 的 各 种 技巧 ,对 那些 
研究 分 形 几 何以 及 泪 数 学 或 者 科学 的 其 它 领 域 中 遇见 分 形 的 
Ai 这 是 二 本 指导 和 参考 性 的 著作 HAHA A 
进一步 的 研究 ; :此 书 是 :1990 年 出 版 的 《分 形 几 何 一 一 数学 基础 
及 其 应 用 》 一 书 的 续篇 冰 分 形 妃 条 上 一 数学 基础 及 应 用 》 中 包含 
字 分 形 数 党建 论 的 主要 内 容 , 它 原 来 的 目的 是 提供 给 研究 生 读者 
的 ,但 是 随 着 人 们 对 这 个 学 科 兴 趣 的 迅速 增长 ， 它 已 被 用 来 作 
为 本 科 生 的 基本 教程 ， 

“… 阅 计 本 书 需 要 适当 的 数学 分 析 的 基础 , 一定 的 慨 率 论 知 识 对 
阅读 书 中 的 若干 地 六 皇 有 帮助 的 .读者 应 当 熟 悉 《 分 形 几何 二 一 数 
学 基础 及 应 用 》 一 书 的 基本 内 容 , 特别 是 关于 维 数 和 迷 代 函数 系 ; 
在 第 一 章 复 述 了 主要 的 思想 和 符号 . 本 书 经 常用 到 来 自 《 分 形 几 
何 一 -数学 基础 及 应 用 》 一 书 的 资料 ,并 用 FG 表示 

书 中 介绍 的 许多 内 容 是 近年 来 出 现 的 , 其 中 包括 研究 维 数 和 
分 形 集 及 测度 的 其 它 参 数 的 各 种 方法 ; 以 及 更 复杂 的 技巧 ,! 比 如 
热力 学 形式 体系 及 切线 测度 ,它们 现在 频繁 地 被 用 于 分 形 几 条 的 研 
究 中 , 并 有 广泛 的 应 用 ;. 书 下 同时 也 包括 半 若 干 来 自 概率 分 析 的 
“大 定理 ”, 比如 遍历 定理 和 更 新 定理 , 它们 已 经 寡 效 地 应 用 到 分 
带 的 研究 中 心 在 叙述 基本 理论 的 同时 ; 也 举 出 了 许多 例子 和 应 用 ， 
比如 在 微分 方程 和 调和 和 分析 领 域 ， 书 中 的 一 些 结果 是 首次 给 出 ， 
但 对 它 的 证 明 通 常 是 简化 了 的 ; 

”“《 分 形 儿 人 和 何 中 的 技巧 》 一 书 的 风格 与 《分形 几何 -一 数学 基础 及 

应 用 》 相 似 , 在 数学 上 是 准确 的 ,但 目的 是 给 出 对 所 研究 课题 的 直 

观感 觉 , 而 不 是 纠缠 到 不 必要 的 形式 上 的 细节 中 去 。 基 础 的 概念 
E 


介绍 尽 可 能 简单 , 而 许多 理论 只 对 相当 特殊 的 情况 作 了 详细 的 展 
开 , 并 在 后 面 带 有 一 个 较 一 般 情形 下 的 类 似 的 概述 。 例 如 ,只 对 
康 托 集 的 一 个 简单 的 非 线 性 推广 介绍 了 热力 学 形式 体系 。 与 《分 
论 的 技巧 尽量 减少 , 而 测度 的 “直观 ”性 质 的 存在 性 则 认为 是 当然 
形 此 何 一 一 数学 基础 及 应 用 》 中 一 样 '; 测度 的 ，Yf*" 号 标明 的 部 分 
在 首次 阅读 时 醋 以 略 过 而 不 影响 阅读 的 连贯 发 展 。 

: :并 不 企图 使 本 书包 括 绝 大 部 分 已 知 的 结论 , 作者 深信 , 阐明 
数学 思想 及 概念 比 技术 细节 更 重要 。 经 常见 到 这 样 的 数学 著作 ， 
守 分 的 一 般 性 遮盖 住 了 简明 且 绑 美的 数学 思想 ; :通常 ,如 果 理 解 
了 基本 的 数学 思 概 ;那么 读 考 就 会 明 自如 何 将 它们 结合 或 发 展 成 
更 一 般 的 结果 。 希望 读者 能 把 书 中 讨论 的 问题 推广 到 更 一 般 的 情 
É. 

“每 一 章 局 而 都 有 关于 所 阐述 论题 的 历史 及 最 近 发 展 状况 的 简 
Stic. 对 所 研究 的 覆盖 一 定 范围 的 某 个 论题 所 涉及 的 资料 是 洗 
如 烟 海 的 ,所 以 韦 中 只 给 出 那些 令 人 感 兴趣 的 ., 能 跟踪 论题 进 一 
步 发 展 的 , 最 新 的 以 及 关键 性 工作 的 资料 . :每 章 后 附 有 的 练习 .， 
征 为 了 加 深 正 文 的 肉 容 ,并 指明 进一步 的 理论 和 给 出 必要 的 更 
F. 

由 于 书 中 包含 的 论题 是 相当 应 泛 的 , 因而 要 保持 符号 的 完全 
入 至 是 不 可 能 的 。; 书 中 的 一 些 地 六 , 只 好 在 标准 符号 与 自 相 容 性 
CET. 本 书 在 符号 上 与 《分 形 几 何 一 一 数学 基础 及 应 用 》 
中 的 符 导 也 存 某 些 区 别 , 

1 在 与 作 以 及 修改 后 的 稿 中 总 不 可 避免 有 一 些 错 误 '; 我 对 此 感 
到 十 分 遗憾 , 希望 这 些 错 误 是 明显 的 , REP SRS SPAR. 
对 本 书 的 电子 版 本 我 反复 的 订正 和 修改 ， 据 我 的 经 验 ,可 以 浙 言 ， 
作为 有 能 力 的 作者 , 用 传统 的 施法 晓 曲 在 椅子 上 ., 用 手工 认真 地 
修改 打字 稿 , 比 在 计算 机 屏幕 上 修改 要 好 得 多 ,这 将 费力 较 少 ， 
没有 那么 大 的 压力 , 也 可 能 会 更 准确 。 
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我 非常 感谢 参与 此 书 出 版 准备 工作 的 全 体 人 员 ， 特别 是 
John Howroyd, Maarit Jarvenpaa, Pertti Mattila, Lars 
Olsen 和 Toby O’ Neil 对 本 书 的 初 稳 提 出 了 非常 有 益 的 意见 ， 
Ben Soares 制作 了 图 象 ,并 与 Toby O'Neil 一 起 设计 和 制作 了 
封面 的 照片 。 我 十 分 感谢 Gill Gardner, 他 把 我 的 几乎 是 模糊 不 
清 的 手稿 全 部 输入 电脑 , 使 之 成 为 电子 版 本 。 同 时 也 感谢 John 
Wiley and Sons 出 版 社 的 工作 人 员 , 特别 是 Stuart Gale, David 
Ireland 和 Helen Ramsey, 他 们 负责 了 此 书 的 出 版 。 

最 后 , 我 要 感谢 我 的 家 庭 , 感谢 在 我 写作 本 书 的 期 间 , 他 们 
的 巨大 的 耐心 和 理解 


Kenneth J.Falconer 


1996 年 4 月 于 St. Andrews 
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在 参考 文献 中 , SA ee RH RR KOHL 
数学 基础 及 其 应 用 》 时 ,用 FG 表示 。 
书 中 用 “*? 号 标明 的 部 分 , 可 以 在 首次 阅读 时 略 过 。 


引 论 


“分 形 "j RPS SH AF Toc hy KR, 它 是 由 Benoit 
Mandelbrot’ 在 他 1975 年 发 表 的 奖 基 性 的 论文 中 为 高 度 不 规 
则 的 集合 给 出 的 命名 。 从 那 时 起 ;分形 儿 何 引 起 了 人 们 广泛 的 注 
意 , 当然 有 时 也 引起 了 激 独 的 争论 . 

这 不 学 科 的 发 展 ; 主要 有 出 个 方面 " 一 方面 是 料 学 与 自然 中 
的 许多 “真实 的 分 形 "得 到 了 验证 ; 另 一 方面 ， 随 着 在 分 形 分 析 中 
的 新 工具 的 产生 , 角 于 研究 分 形 集 的 数学 理论 与 方法 有 了 巨大 的 
ER, 其 中 大 部 分 源 自 于 几何 测度 论 ， 这 本 书 主要 涉及 分 形 研 究 
中 的 数学 理论 与 方法 . 

: 入 们 做 了 各 种 经 力 企图 给 分 形 一 个 数学 定义 , 但 是 这 些 定义 
都 很 难 验 证 是 适用 于 一 般 的 情形 。 这 里 我 们 不 给 分 形 下 确切 的 定 
X, 而 是 老 虑 欧 几 里 得 空间 中 的 集合 E 如 果 它 具有 下 面 所 有 的 
址 是 大 部 分 的 性 质 , 它 就 是 分 形 :- 

“0B 具有 精细 的 结构 , 即 有 任 合 小 比例 的 不 规则 的 细节 : 

(ii) 是 如 此 的 不 规则 , 以 至 于 鞠 论 它 的 局 部 或 整体 都 不 能 用 
微 积分 的 或 传统 的 几何 语言 来 描述 。 

(ii) 通常 五 具有 某 种 自 相似 或 自 仿 射 性 质 , 可 能 是 统计 或 者 
是 近似 意义 上 的 。 

”GV)E 的 “分 形 维 数 "(用 某 种 方式 定义 的 ) 通 常 严格 大 于 它 
- AFT KHER. 

(VERS S ARATE, EIEN, 可 能 是 
Ese RE HAE 

(Vi) sa EIR” IR. 


分 形 的 例子 比比 皆 是 , 但 分 形 的 某 些 类 型 引起 了 特别 的 注 
意 , 在 简单 的 变换 族 之 下 不 变 的 分 形 , 它 的 例子 显示 在 图 0.1 中 ,这 
些 分 形 包 括 自 相 似 分 形 . 自 优 射 分 形 . 近似 自 相 似 分 形 及 统计 自 相 
似 分 形 . 特别 , 一 些 自 相 似 分 形 是 众所周知 的 , 如 三 分 康 托 集 ,von 
Koch 曲线 ,Sierpinski. 三 角形 (或 热 ) 以 及 Sierpinski wE, 参见 
图 0.2， 作 为 动力 系统 吸引 竺 或 太子 的 分 形 ,比如 由 复 函 数 选 代 
产生 的 Julia 集 已 有 了 ,广泛 的 探讨 。 

分 形 儿 何 研究 的 对 象 是 其 有 性 质 (i) = (Vi) 的 集合 ,其 中 
令 人 感 兴趣 的 许多 问题 ， 仍然 是 几 个 世纪 以 来 在 研究 传统 的 几何 
对 象 中 提出 的 问题 ,这 包括 

(a) 确定 : 探索 定义 分 形 的 有 效 方法 、 例如 和 迭代 函数 系 就 提供 
了 确定 某 类 分 形 的 一 种 方法 。 

(b) 局 部 描述 : 局 部 光滑 的 曲线 看 起 来 与 真 线段 类 似 。 而 分 形 
oe 的 局 部 入 EM 。 诸 如 密度 ; 切线 测度 的 概念 提供 了 分 
形 的 局 部 信息 

| (e) 分 形 的 度量 :度量 "分形 的 营 用 方法 是 利用 某 种 形式 的 维 
数 , 然而 维 数 只 是 提供 有 限 的 信息 , FARE SAR ERE SR 
的 一 些 其 它 方法 ， 比 如 * 缺 项 性 * 及 :多 孔 性 。 被 用 来 描述 集合 中 
小 尺度 “空洞 "的 比例 ， 上 述 两 个 量 还 有 更 多 的 作用 ， TRENK 
定义 和 性 质 需 要 较 深 的 数学 基础 ， 

x MRA AAN., 在 分 形 分 析 中 过 分 强调 了 维 数 的 作用 ， 确实 ， 
维 数 ( 各 种 不 同 的 定义 ) 在 数学 上 是 较 易 处 理 的 ， 并 且 经 常 可 以 
用 实验 估计 , 而 且 分 形 物体 的 维 数 经 常 与 它 的 其 它 性 质 联系 在 一 
起 。 比 如 ， 经 过 区 域 边 界 的 热流 的 速度 依赖 于 边界 的 维 数 ， 动力 
系统 的 吸引 子 的 维 数 也 与 其 它 动力 学 参数 ， 如 李 雅 普 洛 夫 指 数 相 
关连 . 然而 ， 物体 的 复杂 分 形 外 貌 不 仅 由 它 的 维 数 ,而 且 还 非常 
需要 由 合适 的 分 形 测度 来 反映 。 

(d) 分 类 : 我 们 寻求 根据 重要 的 几何 性 质 对 分 形 进行 分 类 的 
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{a) tb) 


te) (1) 
图 0.1 在 映射 族 下 不 变 的 分 形 . (a) 和 (b) 是 自 相似 的 , (c) 和 (d) BAH, 
(e) 是 自 保 形 的 ,而 (f) 是 统计 自 相似 的 
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(a) 


oe tf . OF b ee pr i OF ta Of oe bt ol èg oF tft 


(b) 


(c). i S (d) 


图 0.2 ”众所周知 的 自 相似 集 . (a)von Koch 曲线 ( 维 数 为 log4/log3=i .262), 
(b) 三 分 康 托 集 ( 维 数 为 log2/log3 =0.631);{c) Sierpinski = MAEM AA 
( 维 数 为 log3/log2 = 1.585), (d)Sierpinski SPER lo g8 /log3=1.893) 


方法 .一 种 处 理 方法 是 如 果 两 个 集合 间 存 在 双 李 下 希 效 上 映射 ， 
则 将 它们 看 成 是 等 价 的 ( 正 像 在 拓扑 中 , 如 果 两 集合 是 同 胚 的 ， 
则 把 它们 看 成 是 等 价 的 一 样 ), 并 且 寻 求 等 价 集 的 “不 变性 *。 比 
如 两 个 双 李 下 希 效 等 价 的 集 有 相同 的 维 数 , 但 是 , 这 其 中 维 数 并 
不 是 完全 不 变 的 。 除 了 某 些 相当 特殊 的 一 类 集合 "有 许多 并 不 等 
价 的 集合 , 它们 可 以 有 相同 的 维 数 。 

(e) 几何 性 质 : 正 交 投影 . 交集 ,乘积 集 等 的 性 质 ， SESAR 
兴趣 的 问题 ， 

(全 在 其 它 数 学 领域 中 的 分 形 ; 分 形 很 自然 地 出 现在 许多 数学 
领域 ,例如 ,动力 系统 或 者 双 曲 型 几何 ,分 形 几 何 的 一 般 理论 应 
当 很 容易 联系 到 这 些 领域 . : 

人) 分 形 几 何在 典型 的 物理 现象 中 的 应 用 : 在 物理 学 及 自然 
中 有 许多 近似 分 形 ?, 它们 经 常 可 以 用 “数学 的 "分形 来 模拟 。 ‘a 

实 ， 对 物理 现象 数学 理论 将 告诉 我 们 更 多 的 东西 。 

”在 一 些 领域 , 数学 和 物理 结合 得 相当 紧密 ,例如 ,布朗 运动 
的 推 纳 机 型 给 全 出 了 在 分 子 的 碰撞 之 下 ,质点 运动 的 不 规则 轨 
道 的 一 个 合理 的 概率 描述 。 然 而 在 其 它 领域 ;科学 或 自然 中 遇见 
的 分 形 与 适合 数学 上 研究 的 分 形 之 间 径 常 有 相当 的 不 同 . :在 实际 
中 ;诸如 “为 往 么 物体 有 分 形 结构 ?或 者 “如 果 出 现 某 些 分 形 特征 ， 
由 此 可 以 得 到 什 儿 推论 ?这 样 的 问题 都 还 没有 被 完全 令 人 满意 的 
BS. 尽管 如 此 , 这 方面 的 研究 还 是 有 所 进展 , 越 来 越 多 的 分 形 
已 被 从 “动力 学 "角度 进行 研究 ， 例如 热流 通过 分 形 域 扩散 的 现象 
已 从 数学 注 进 行 模拟 。 

分 形 的 特征 更 经 常 是 由 测度 而 不 仅仅 是 由 集合 来 显示 . 多重 
分 形 分 析 ” 展 现 了 ( 有 时 是 相当 丰富 的 ) 测度 的 分 形 结构 ,以 及 单 
个 测度 可 以 导出 分 形 集 的 完整 的 谱 。 上 述 (a) -x(g) BMS 
题 都 可 以 像 对 集合 提出 一 样 对 测度 提出 ， A EL SL AED TE DB 
分 形 集 的 平行 方法 对 多 重 分 形 测度 进行 研究 .、 
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本 书 介绍 了 在 研究 分 形 及 多 重 分形 方 面 发 展 起 来 的 一 些 技巧 ， 
下 面 简要 浏览 一 下 书 中 涉及 的 内 容 。 

”第 一 章 集中 介绍 了 在 全 书 中 要 用 到 的 一 般 定 义 和 符 号 ,讨论 
了 一 些 涉及 半 可 乘 序列 和 西 函 数 的 不 等 式 。 还 介绍 了 有 关 测 庶 理 
论 的 基本 思想 , 为 了 后 面 的 引用 ., 还 导出 了 关于 测度 收 化 性 的 一 
此 结果 . 

BE T EJLER ,这 些 内 容 在 早 些 时 候 出 
版 的 FG 一 书 中 有 详细 得 多 的 讨论 。 同 时 还 回顾 了 维 数 ( 训 斯 道 
KSA SE) 的 基本 定义 和 计算 它们 的 方法 ,并 讨论 了 过 
代 函 数 系 产生 的 分 形 。 

第 三 章 介绍 了 在 研究 维 数 中 的 两 种 有 用 的 技巧 。 第 一 个 是 隐 
含 法 ,这 种 方法 并 不 需要 了 解 分 形 的 确切 维 数值 ;而 能 对 它 的 某 
些 性 质 进行 研究 。 特 别 是 那些 三 相对 较 弱 的 意义 下 “近似 自 相 
似 ” 的 集合 , 从 维 数 的 观点 看 来 , 必然 会 显示 出 引 人 和 人 注意 的 规律 
性 。 第 二 , 在 这 一 章 中 还 找 出 了 实数 集 的 盒 维 数 与 相应 余 集 的 区 
间 长 度 之 间 的 关系 。 在 一 定 的 意义 下 , 盒 维 数 搓 述 集合 的 余 集 ， 
而 豪 斯 道夫 维 数 描述 集合 本 身 。 | 

“下面 两 章 进一步 利用 近似 自 相 似 的 概念 导出 “热力 学 形式 体系 ”， 
这 个 强 有 力 的 技巧 ( 它 源 自 寺 统计 力学 ) 把 有 关 严 格 自 相 做 集 的 
“线性 " 理论 延 拓 成 “近似 自 粗 似 集 * 上 的 * 非 线性 ?结论 ， 并 在 
cookie — cutter 集 这 种 特殊 的 情形 下 发 展 了 热力 学 系统 的 理论 ， 
这 种 “cogkie 一 cutter" 集 可 以 看 成 是 一 种 “ 非 线性 康 托 集 *。 在 推 
导出 对 这 种 集合 的 “有 界 畸 变 " 原 理 之 后 , 利用 一 类 菌 数 的 “ 压 
Th”; 得 到 了 这 种 集合 的 维 数 公式 . 

第 六 至 第 八 章 介绍 了 有 关 概 率 分 析 的 三 个 基本 结果 : 遍历 定 
a. SPERM MEH. Aw TRIED , 并 将 这 些 

结果 应 用 到 诸如 分 形 的 平均 密度 ， B 相似 集 的 计 盒 数 和 分 形 在 双 

李 卜 希 兹 映射 下 的 分 类 上 。 
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第 九 章 介绍 了 切线 测度 , 它 本 质 上 是 点 周围 的 测度 的 放大 序 
列 的 极限 。 切 线 测度 类 似 于 导数 , 在 这 个 意义 上 , 它 含有 集合 或 
测度 的 局 部 结构 的 信息 。 但 它 有 比 原 测度 更 规则 的 性 态 。 这 一 章 
还 给 出 了 集合 密度 的 简单 应 用 ,特别 是 利用 切线 测度 证 明了 , SERS 
数 维 集合 几乎 处 处 没有 密度 。 在 这 一 章 中 还 说 明了 切线 测度 怎样 
才能 应 用 到 调和 分 析 的 问题 中 去 ， 

人 们 经 常 很 自然 地 去 研究 测度 而 不 是 集合 的 分 形 性 质 ， 确实 ， 
FEDER, 比如 动力 系统 的 吸引 子 本 质 上 已 经 是 测度 。 第 十 、 
二 一 两 章 讨论 测度 的 分 形 性 质 ， 特别 考虑 x 的 集合 E, ,对 给 定 的 
WE u, 在 E。 的 每 一 点 上 .， p 都 具有 局 部 维 数 w， 即 在 E, E, 以 x 
为 中 心 的 充分 小 的 球 的 测度 ( 大 约 ) 等 于 球 的 半径 的 x 次 方 。 对 
H y, 及 一 定 范围 的 a， R Er 可 能 比较 “ K”, 而 E 的 “大 小 ”可 


”以 用 4 或 者 可 以 用 8 维 数 来 度量 ， 在 第 十 章 中 ， 考虑 了 导致 4 的 维 数 分 


解 ” 的 4(E X 而 第 十 一 章 则 考察 了 Ey 的 维 数 ， 导出 了 H 的 “多 
重 分 形 谱 ”， 还 利用 热力 学 形式 体 系 把 这 一 理论 推广 到 非 线性 情形 ， 
。 第 十 二 章 介绍 了 分 形 几 何 与 微分 方程 理论 相互 作用 的 几 个 途 
径 . 在 这 个 领域 中 ， 已 经 发 展 了 一 些 重要 的 方法 ， 并 且 本 书 前 面 
的 一 些 技巧 也 可 以 应 用 到 这 个 领域 中 。 这 一 章 介绍 了 了 处理 动 力 系 
统 吸 引子 维 数 与 微分 方程 关系 的 一 般 方法 ， 还 讨论 了 关于 偏 微分 
方程 解 的 区 域 中 分 形 边界 的 作用 ， 符 别 是 分 形 性 影响 解 的 渐 近 形 
式 及 特征 值 的 渐 近 分 布 的 方式 、 本 章 的 最 后 一 节 涉 及 到 在 分 形 的 
区 域 上 建立 微分 方程 的 问题 ， 本 章 的 内 容 是 在 较 大 范围 内 选取 的 ， 

一 般 都 没 给 出 完整 的 证 明 。 

分 形 几何 可 以 从 许多 不 同 的 观点 进行 研究 ， 不 可 避免 , 书 中 
采用 的 处 理 方法 反映 了 作者 自 已 所 积累 的 学 术 经 验 。 书 中 包含 的 
论题 是 根据 作者 的 兴趣 及 一 时 的 念头 选取 的 ， 还 有 许多 应 用 于 分 
形 分 析 中 的 其 它 有 价值 的 技巧 , 如 小 波 方法 和 在 图 象 压 缩 中 应 用 
的 各 种 不 同 的 迭代 函数 系 , 书 中 都 没有 论 及 。 虽 然 如 此 , 书 中 描 
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述 的 各 种 方法 都 是 具有 广泛 的 应 应 用 的 ， 并 且 有 希望 在 将 来 发 现 进 
一 步 的 应 用 。. 


注 记 与 参考 文献 

自从 Mandelbrot 开创 性 的 论文 发 表 以 来 (1975,1982), 已 经 
出 版 了 大 量 关 于 分 形 的 各 种 书籍 Edgar (1990), Falconer 
(1990), Mehaute(1991) 和 Peitgen 等 (1992) 的 这 些 书 给 出 了 分 
形 的 基本 的 数学 处 理 方法 . Federer(! 969) Falconer(1985) #1 Mattila 
(1995) 的 书 专门 探讨 了 几何 测度 论 ,Rogers(1970) 的 书 讨 论 了 训 
斯 道夫 测度 的 一 般 理论 ,而 Wicks (1991) 的 书 是 从 非 标准 分 析 
的 观点 来 处 理 这 个 论题 。 强 调 计算 机 与 分 形 结合 的 书 有 Peitgen 
和 Saupe(1988) 及 Devaney 和 Keen (1989) 的 书 ， 包括 Barnsley 
(1988), Peruggia (1993) 的 一 一 些 书 特别 讨论 了 迭代 函 WA. 而 
Barnsley 和 Hurd(1993) 及 Fisher(1995) 的 书 是 涉及 图 象 压缩 的 
AA. Massopust (1994) 的 书 讨论 了 分 形 函 OU AI Hi 面 ， Tricot 
(1995) 的 书 考虑 了 -分形 曲线 . Kahane(1985) 和 Stoyan 兄弟 
(1994) 的 书 中 包括 了 随机 分 形 的 材料 。 Edgar (1993) 选编 的 关 
于 分 形 的 “优秀 论文 " 选 使 我 们 能 从 历史 的 角度 了 解 分 形 这 个 论 
题 . 

许多 令 人 感 兴趣 的 问题 可 以 从 Cherbit(1991), Belair #1 Dubuc 
(1991), Bedford 等 (1991)， Bandt 等 (1992) 和 Bandt 等 编辑 的 关于 
分 形 数学 的 会 议论 文集 中 找到 .。 

有 大 量 的 关于 分 形 在 物理 上 的 应 用 的 书 ， 这 其 中 有 Pietronero 
和 Tosatti (1986), Feder (1988), Fleischmann 等 (1990), Smith 
(1991), Vicsek(1992) 和 Hastings(1993) 等 编著 的 书 . 
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第 1 章 数学 背景 


本 章 集 中 叙述 了 一 些 常 用 的 数学 性 质 , 供 后 面 的 章节 中 参考 
使 用 . 第 一 节 介绍 了 基本 的 术语 和 记号 , 然后 讨论 了 一 些 特别 有 
用 的 不 等 式 , 如 半 可 加 不 等 式 和 凸 子 数 的 一 些 性 质 ， 最 后 两 节 涉 
及 测度 论 的 概念 , 它 在 分 形 几 何 理论 中 发 挥 了 重要 的 作用 ， 本 章 
中 只 概述 了 测度 论 的 基础 部 分 ， ABE TW a be RS 
论 ， ITE TARE. | 


Ll 集合 和 函数 


首先 ， 提出 一 HAH EEL CEC 

a 
常 ,用 记号 只 表示 实数 集 ， Z 为 整数 集 ， O 为 有 再 六 用 

R° 和 ARCHER eh. 
”一 般 ,研究 工作 是 在 n 维 欧 几 里 德 空间 R* 上 进行 , Ho R=R! 
正好 是 实数 轴 , 而 RR* 是 欧 几 里 德 平面 .R" 中 的 点 记 为 小 写字 和 母 
xy, x+y 表 示 x 和 y 的 (向 量 ) 和 ， 信 为 x 乘 以 实数 4, 通常 
使 用 的 是 R" 上 的 欧 儿 里 德 距 离 或 度量 , 于 是 点 x,y eR” 间 的 距 
高 是 -y= (i Amy E xy 的 坐标 形式 分 别 为 
X=(X1, t X A y=(y,,° Vide 

一 般 用 大 写字 母 4, E, XY SRK R WT. 一 个 非 室 集 
合 半 的 直径 由 |I= sup{|x—y]: x,y © XX} 给 出 , 按 约 定 ®|=0。 非 
BRAX 和 Y 间 的 距离 记 作 dist(X,Y )=inf {|x 一 y|:xEX,y ey}, 
对 r> 0, 一 个 集合 XA +- 邻 域 或 +- 平行 体 由 下 式 给 出 ， 


x=) : inf esr] 
XEX | 


2 第 1 章 数学 背景 
定义 中 心 在 xs R" 半径 为 r>0 的 闭 球 和 开 球 分 别 为 
B(x,r) ={y € R” :|y—x| Sr} 
BY(x,r) = {ye R" : Iy- x| <r} 
SR, R 中 的 球 就 是 区 间 ， P 中 的 球 是 圆 。 如 果 一 个 集合 
XCR 满足 XC Bx,r), WEK X EA FN, 于 是 一 个 非 空 集合 X 
是 有 界 的 当 且 仅 当 | 对 < o。 | 
”” 开 集 和 闭 集 由 通常 的 方法 定义 。 称 一 个 集合 4c 权 是 
开 的 , 如果 对 任意 xs4, 存 在 r>0 使 B(x,r)cA4。 如 果 集 合 
ACR 包含 了 其 本 身 的 所 有 极限 点 , 即 如 果 (Xx) 2 是 .4 中 点 构 
成 的 收敛 于 xeR" 的 序列 ,那么 必 有 xe4， 则 称 集合 4 是 闭 
的 。 集合 4 是 开 的 当 且 仅 当 它 的 补 集 是 闭 的 . 一 个 集合 4 的 
内 部 , 记 作 int4, 是 4 所 有 开 子 集 的 并 集 . 4 的 闭 包 , 记 为 A， 
是 所 有 包含 4 的 闭 集 的 交集 。4 的 边界 定义 为 OA=A\intA, 
如果 每 个 覆盖 集合 4 的 开 集 族 都 存在 覆盖 4 的 有 限 子 族 ， 
则 称 4 是 紧 的 .BR" 的 一 个 子 集 4 是 紧 集 当 且 仅 当 它 是 闭 的 且 
AR , 也 许 这 也 可 以 作为 Br 的 子 集 紧 性 的 定义 ， | 
-由 开 集 或 闭 集 的 并 或 者 交 这 样 构造 集合 的 思想 引出 了 波 
雷 尔 集 的 概念 ,如 的 波 雪 外 于 集 族 形式 上 是 满足 下 列 条 件 的 
集合 的 最 小 族 : 
(a) 每 一 个 开 集 是 波 雷 尔 集 ， 每 一 个 闭 集 记 是 流 雷 RB. 
(b) 如 果 4 , A, … 是 任意 可 数 个 波 雷 尔 集 组 成 的 集 族 , 那 
AUA NRA 和 A,\A, CEREK. ” 
任何 初始 是 由 开 集 或 闭 集 构 造 的 集合 , 经 过 有 限 次 的 可 数 
并 或 交 后 仍 是 一 个 波 雷 尔 集 ， 实际 上 ， 本 书 涉及 的 R" 的 所 有 
子 集 都 是 波 雷 尔 集 , 
偶尔 使 用 符号 # 表 示 一 个 集合 点 (通常 是 有 限 个 ) 的 个 数 . 
1 和 一 了 通常 表示 一 个 函数 或 映射 S, X HERL, Y 
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为 它 的 值 域 或 上 域 . 如 果 当 x, Ax, BT, f(x) Af(x,), 则 称 f 是 一 
个 单 射 或 1 一 1 的 ;如 果 f(X)=Y, 则 称 .f 是 一 个 满 射 或 映 上 
AJ. WRS 同时 是 单 射 和 满 射 , 则 称 [是 双 射 或 1 一 1 对 应 的 . 
如 果 /: 和 一 了 和 g:Z 一 W, 这 里 YcZ, 定 义 /与 g 的 复合 
gof :XW, (gof)(X)=g(f x). 对 f:X 一 XX, 定义 f 的 第 次 
RRA SX 一 X, 满足 f(x) =x, f*(%) =f (x), k=1,2,3,: 
那么 产 是 8 与 它 自己 的 上 次 复合 。 对 双 射 SX Y, rie 
函数 f Y X, RENIA xEX 有 广 (VC9= ,和 对 所 有 的 
yEY 有 f(f70))= 

对 ACK, an 1 ， ‘ X {0,1} 满足 : x€A, 1,(x)=0 和 xe4， 
LWQ=1, 1, 称 为 4 的 示 性 函数 或 特征 函数 , 它 的 值 “显示 * 了 
点 x 是否 在 集合 A, 

某 些 函数 类 需 特别 注意 。 记 CX) 为 连续 函数 /:X 一 RR 的 
向 量 空间 ,Co(X) 为 具有 有 界 支 撑 的 连续 函数 的 子 空间 (f:X 
> R 的 支撑 是 指 除 (x)=0 以 外 的 XX 的 最 小 闭 子 集 ). 对 一 个 
合适 的 定义 域 Xc?, 记 C!(X) 为 有 连续 导数 的 函数 f: X—> RAY 
i], C?(X) 为 那些 具有 二 阶 连 续 导 数 的 函数 空间 ， 与 分 形 
有 着 特别 联系 的 是 李 卜 希 效 函数 ， 对 函数 fiX RY, 如果 存 
在 一 个 数 “， 满足 对 任意 x, yeX， | 

| SO- osek- (14) 

则 称 /为 一 个 李 目 和 希 兹 函数 。 使 上 不 等 式 成 立 的 c 的 下 确 界 
fry f 的 李 卜 希冀 常数 ， 记 为 Lipf 。 对 适当 的 m, 也 记 LipX 
为 从 XER" 的 李 卜 希 效 函数 空间 ， 

形 如 lim, oa, =a 3X lim o f 0) =a 的 式 子 总 是 意味 着 极 
限 存在 , 同时 取 表 示 出 的 极限 值 . | 

对 描述 函数 的 极限 行为 有 一 些 有 用 的 约定 。 对 广 R + R, 
S= 9 (x) RAY x 一 oo Sg >0, f=) 
表示 当 x 一 0 时 f(x)/g(x) 保 持 有 界 。 类似 地 ,如 fC)/g(x) 一 1 
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记 为 f(x) ~ g(x)。 对 所 有 xe RR!， 如果 存在 数 cc, 满足 
0<c,Sf (x)/g (x) Sc,<%, 1A f(x) <xg(x), 偶尔 有 记号 
fC 全 g(X)， 用 于 不 太 严 格 地 表示 对 较 大 的 x f(x) 与 g(x) “ 粗 
上 略 可 比 ". 对 其 它 定义 域 上 的 函数 和 x 趋 近 于 另外 极限 值 的 情 
形 , 则 可 以 用 明显 的 方法 改写 上 述 记号 。 


1.2 一 些 有 用 的 不 等 式 

下 面 讨论 一 些 简单 但 非常 有 用 的 不 等 式 ， 

半 可 加 序列 非常 频繁 地 出 现在 一 般 分 析 和 分 形 几 何 , 特别 
是 动力 系统 中 。 一 个 实数 序列 (4) 号 ,如果 对 任意 的 k, mez 
满足 不 等 式 , 

Akim S arta, = - (1.2) 
MEW AA ET m. EP ET AY EEE (ak) E 
收敛 的 . / | oo | 


命题 11 | . 
Rad- 是 一 个 半 可 加 序列 ,那么 Z lm -ait 存在 且 等 于 
infi>14x/k( 也许 是 一 个 实数 或 一 oo)， | 


证 明 4 hE Rm, fF fy BRK 可 以 写成 形式 
k=qm+r, 这 里 g€Z,0<r<m—1, Xt k>m, YAR (1.2) gq 次 ,得 


ay = Som +r < qa,, +a, = a n + a 
k qm+r qm m qm 


[Al k > 00, 故 4 一 co, 得 到 

lim Sup a,/K Sa,,/m a 
上 式 对 所 有 me z* 都 正确 ， 故 lim sup, . 0, /k < inf fak, Bil 
证 得 了 极限 存在 且 等 号 成 立 。 口 ] 


1.2 一 些 有 用 的 不 等 式 5 
系 1.2 


设 b 是 一 个 实数 ,使 Gt, WHA k, m=1,2,°~, 

A, Sa, +a, +b KI, Wa = lim, .a,/k FE , 且 对 所 有 kk 有 
a,2ka—b, 
证 明 首先 ， (a,,,+b)<(a,+b)+(a, +b) RI , HOR 1d 
到 序列 (a+b), E.E lim,..a/k=lim, ., (@,+b)/k= 
inf, ,,(@,+b)/k. Wa Aik PARRA, JUNE k, a<(a,+b)/k 
RZ. CL] 

同样 ,一 个 正 实数 序列 (b,)*,, 如 果 对 任意 k, mez ag 
brin SD b n 称 该 序列 是 半 可 来 的 


R13. 


设 (b)i (BME F3, WB limb)" 存在 县 等 于 
inf , ,(b,)'*. 
证 明 FD a,=log b, 是 半 可 加 的 ， 由 命题 1 1 log! =ok 
收敛 的 , 故 b 米 是 收敛 的 。 口 

接 下 来 考虑 一 些 与 凸 函 数 有 关 的 不 等 式 。 设 XXc 民 是 一 个 区 
[a]. PRAY: X— R, 如 果 对 任意 x,xEX 及 任意 满足 x +w =1 
的 正 数 X, 2: 

Y(X x + %,x,) AY) + W) (1.3) 

则 称 光 是 串 的 ; 几何 上 这 意味 着 少 的 图 的 每 一 条 弦 都 在 图 的 上 方 
(图 1.1)。 如 果 儿 是 二 阶 连 续 可 导 函 数 , 那么 汪 是 凸 的 当 且 仅 当 
对 任意 xeX, Yooz0 成 立 。 如 果 不 等 式 (1.3) 对 任意 x, Ax, 严 
格 成 立 , 则 函数 几 是 严格 凸 的 。 如 果 对 任意 xe X, W(x) >0, Wl 
VERON. BAY: X— R, MVE, WKY eo, 

凸 性 条 件 (1.3) 蕴涵 了 一 个 熟悉 的 含有 更 多 项 的 不 等 式 , 即 众 
所 周知 的 Jensen RER, 
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命题 1.4 
ww: X> REN, xox „EX, 4 >0 且 满足 

i %= 1, 那么 
v (Sax) < Sawo (1.4) 


WR V EDE , 则 当 且 仅 当 x,=x,=… =x_ 时 等 式 成 立 ， 
证 明 Xt m 23, 用 归纳 法 的 步骤 证 明 ， 由 式 (1.3) 可 得 


| > zx) = g(a E x) Tac 7 Xn) 'X; + z3 


<(1—% (3 Tal- yx), Wx) (1.5) 
因为 2% x-a) =1, BAC. 4) 由 关于 m—1 的 不 等 式 推 
得 。 o 
如 果 y 是 严格 本 的 BAR (15) TERTE. X, = 
L Aa, Bx, = > ox TRS, 可 以 将 任何 
人 TRA) FR A EEk 有 
人 Q 


x; XIXI + 2X, X 


1.1 OA% vy HE 


1.2 一些 有 用 的 不 等 式 。” 7 
TEUR V: 美 一 员 是 一 个 止 函数 , 则 成 立 与 式 (1.4) 相反 的 
不 等 式 ， 
在 式 (1.4) 中 适当 选取 ,5 ARE FE 88 FE ~ “ALP ELAS 
式 ,参看 练习 1.2. 
下 面 的 应 用 对 第 5 章 中 se RARE, 这 里 我 们 
人 和 0o80 = 0. 


系 15 | | o 
-pc p, 是 * ER, ,满足 对 任意 ORT pints 设 
Am ERR , nn 


Brktogp +q)Sloayen 0 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 所 有 的 i, p= e / 2 
证 明 Æ X W(x). =x logx (x>0), Y (0) =0, 四 为 对 x>0, 
"(x)>0, 故 光 : [0,00) 一 民 是 一 个 连续 的 严格 凸 函 数 。 为 方便 起 
A is=(L 7 et)", 应 用 式 (1.4), EH a= se, x= p/e", 则 


V3) = È cepen) 

于 和 是 pn 

` slogs&- 之 sep ec" log(p,/e") 
Ea =s)'p (ogp,- -4), 


RFE (1.6). 4 y ERAT, AMALIE p pe” =e, 
这 里 c RMF i, 且 1= > pace Ue O 


13 测 È 

测度 或 “质量 分 布 " 是 分 形 几何 的 核心 部 分 。 它 们 在 分 形 的 数 
学 中 是 一 个 主要 的 工具 , 此 外 , 测度 能 显示 出 可 以 用 它 自己 的 方 
式 研究 的 分 形 特征 . 测度 基本 上 是 把 集合 数值 化 的 一 种 方法 , 它 
使 “整个 是 部 分 的 和 ”的 原理 得 到 了 应 用 .这样 ,如果 用 一 种 合理 
的 方法 将 一 个 集合 分 成 有 限 或 可 数 个 部 分 , 那么 整个 集合 的 测度 
就 是 这 些 部 分 的 测度 之 和 。 测 度 常常 被 认为 是 一 种 “质量 分 布 "或 
“负荷 分 布 ”， 这 种 解释 也 许 对 那些 对 正规 的 测度 论 不 大 部 秋 的 人 
是 有 帮助 的 . 

在 本 书 中 ， 总 是 力求 减少 测度 沦 的 多 方面 技巧 AFRIN 
研究 定义 在 R 的 子 集 上 的 测度 , 可 以 避 开 那些 发 生 在 更 一 般 拓 
扑 背 景 下 的 不 熟悉 的 测度 特征 ， 这 里 ,给 出 了 测度 的 一 个 正式 的 
让 福来 保证 其 条 确 性 但 也 许 更 重要 的 是 使 读者 对 测度 的 性 质 有 

exer MERRER, 也 可 取 ©, XENTER 


Æ, o 

(a) H(®) =0, | oe (1.7) 
(b) MR ACB, MA H(A)S< HB), (1.8) 
(c) 如 果 4,,4,,… 是 一 个 可 数 的 集 序列 , 那么 


| U4)< Dp(4) (1.9) 


则 称 4 是 X 上 的 测度 。 于 是 (a) BRERA BM, (b) 表示 “大 
的 集合 有 大 一 些 的 测度 ”, 性 质 (c) 保证 了 任何 集 的 测度 都 不 会 比 
它 的 任何 可 数 分 割 部 分 的 测度 和 更 大 。 使 一 个 测度 有 用 还 需要 更 
多 的 条 件 , 即 对 “好 的 "不 交集 4,, 式 (1.9) 的 等 号 成 立 ， 这 就 引 
出 了 可 测 性 概念 。 


13 测 度 
给 定 一 个 测度 u, 如 果 存 在 头 的 一 族 子 集 ， TAREKA 

出 好 的 加 法 方式 : 即 如 果 集 合 ACX, 对 任意 EcX 都 满足 
H(E)=H(E N A)+H(E\A) (1.10) 
则 称 A Fé oop aS (Be aS EF ER tT, 只 称 为 可 测 
的 )。 记 4 是 可 测 集 族 , 它 总 是 构成 o- 2%, Oem Ame 
A,, A," EM, WUZ A,EM,2,4,EMRA\A, EM, . 对 于 适当 
定义 的 测度 ,将 是 一 个 非常 大 的 集 族 , 特别 它 将 是 包含 波 雷 尔 
集 的 o-i, | a 


命题 1.6 


ve Sat Ts ME X BORA u7 PANTA. 
(a) WR AA E M 是 不 交 的 , 则 


Hf U4) =Y MA) “(An 
On ACA eee ee 
| nl Ua) =limu(A,) | : | (1.12) 


(c) MH 4,>4,2.… 是 M 中 一 列 不 增 的 集 序 序列 ， uA) 


<0, 则 


af N aetna . “(1 13) 


连续 性 质 (b) 和 (c) 由 (a) 容易 得 到 . 性 质 (a) 是 测度 的 一 个 决 
定性 的 性 质 ， 即 u 在 一 些 大 的 集 族 M 的 不 交集 上 具有 可 加 性 ， 
对 我 们 遇见 的 所 有 测度 ,AM 均 包 合 波 雷 尔 集 , 然而 一 般 的 M 不 
会 包含 X 的 所 有 子 集 , 对 任意 的 不 交集 4,, 4,,… (a) 也 不 会 成 
SL, | 
(ERER: 这 里 所 讲 的 “测度 "就 是 在 一 般 的 测度 论 课本 中 
的 “外 测度 "。 那 些 书 中 仅 在 某 些 c- 域 M 的 集合 上 定义 测度 p, 
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使 M 的 集 满足 式 (1.7) 一 (1.9), 且 如 果 4, 是 JUh 中 的 不 交集 , 则 式 
(1.9) 的 等 号 成 立 RM, A 可 以 通过 定义 (A) = 
inf{2 H(A): A UA, AEM FIKHA 4cX 上 。 在 涉及 豪 
斯 道夫 测度 等 问题 的 研究 中 , 在 一 开始 就 假设 测度 是 定义 在 所 有 
集合 上 还 是 比较 方便 的 .)  - 
BRE RE, RRA TEL, 且 在 波 雷 尔 子 集 上 有 良好 性 
AS A REX CR", OX BR RE oF, PR EN 
是 和 上 的 波 雷 尔 测度 。 可 以 证 明 ,4 是 波 雷 尔 测 度 当 且 私 当 对 任 
. 意 满足 dist(4,B)> 0 的 的 子 集 4,B， | 
H(A U B)=H(A)+ 1(B) (1.14) 
称 波 雷 尔 测度 A 为 波 雷 尔 规则 的 ,如 果 半 的 任 一 子 集 都 包含 在 一 
个 与 之 具有 相同 测度 的 波 雷 尔 集 内 。 对 这 样 的 测度 ,利用 在 波 雷 
尔 集 上 的 工作 ,就 可 以 达到 我 们 实际 要 达到 的 全 部 目的 ， 
实际 上 , 在 本 书 中 将 遇 到 的 所 有 测度 (包括 豪 斯 道夫 测度 和 
填充 测度 ) RER 上 或 它 的 适当 子 集 上 的 波 雷 尔 规则 测度 。 因 
此 ， 为 了 和 避免 乏味 的 重复 ， 约定 在 书 中 出 现 的 “ 测度 ”都 意味 着 是 
“ 波 雷 尔 规则 测度 ”。 于 是 , 对 本 书 的 目的 , 这 样 的 测度 是 一 个 相 
对 于 波 雷 尔 集 具 有 良好 性 态 的 集 函 数 ， 为 避免 平凡 情形 -; 对 所 有 
的 测度 & 均 假设 eX) > 0， 
XX 上 满足 M(X) < % 的 测度 4 称 为 有 限 的 ; 如 果 对 每 个 有 界 
集 4 有 HA4)< ©, 则 称 4 是 局 部 有 限 的 。 如果 JX)=1, 则 称 4 
A~ tt 测度 (这 个 标准 术语 并 不 意味 着 要 把 有 :与 概率 联想 在 
如 果 H 是 一 个 局 部 有 限 ( 波 雷 AS RAL IU 测度 ， 则 集合 的 测度 
能 够 按 下 面 的 意义 用 紧 集 和 开 集 的 测度 来 逼近 : 对 任 一 非 空 开 
WU, 
a(U)= sup {H(A) : ASU, ARERR) -= (1.15) 
和 对 任 一 集合 E， | E 
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H(E)=inf{u(U): ECU, U 是 开 集 } (1.16) 


参见 练习 1.5, 


(2 


(3 


(4 


(5 


) 


) 


W” 


Mam” 


HAY RAE, WA spty, 是 补 集 的 测度 为 0 的 最 小 闭 集 , 即 
sptu=X\U{U:U 是 开 集 , u(U)=0} 
下 面 列 出 一 些 基本 测度 的 例子 。 
任意 ACR", 设 A4) 是 4 中 点 的 个 数 ( 可 以 是 0), ER" 上 
的 计数 测度 。 
MAE aE R", W atA, S u(A)=0, Mae A, > H(A)=1, W 
么 上 被 认为 是 单位 质量 集中 在 a 的 以 {a}) 为 支撑 的 测度 ， 
R" 上 的 勒 贝 格 测 度 是 对 具有 “n 维 体积 "的 一 大 类 集 族 的 自然 
推广 (n=1 为“ 长度”, n=2 为 “面积 ”, n=3 为 “体积 ”), 定义 
“AS BRP FT RA = {(X,,…,X,) E R": a, Sx Sby 的 n 维 体积 为 
vol"(A)= (6, — a,)(b, — a,)'…(b,—a,) 
DBA n 维 勒 贝 格 测度 了" 定义 为 


£*(A)=inf{ > vor(4) Ac A}, 


这 里 的 下 确 界 是 对 4 的 所 有 可 数 平行 体 覆盖 取 的 。 经 过 一 
些 努力 就 可 以 证 明 L 确实 是 R* 上 的 ( 波 雷 尔 规 则 ) 测度 ， 
且 如 果 4 是 一 个 平行 体 或 者 用 通常 的 测量 法 则 可 以 计算 体 
积 的 其 它 任 何 集合 , L"(4) 等 于 4 的 n 维 体 积 ， 
it uE X ERWE, ECX, 4 在 E 上 的 限制 , 记 为 Wi, 对 任 
意 4cX, 定 义 如 下 : | 

H|,(A)=H(A N E) (1.17) 
容易 验证 , 每 一 个 u- 可 测 集 都 是 He 可 测 的 , 且 只 要 EE 
测 的 及 ACE) < oo, 则 4 一 定 是 ( 波 雷 尔 规则 ) 测度 ， 


和 定义 测度 的 一 个 非常 有 用 的 方法 是 反复 细 分 。 见 图 1.2。 对 


m 之 2, 取 R" 的 一 个 子 集 系 统 PPG. h): Kk 20, 对 每 
Tj 1Si Sm} Rid. MERCI), BX, RH 
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一 个 有 界 非 空 的 闭 子 集 , 记 ZF 为 所 有 这 样 的 集合 组 成 的 集 
族 。 假设 这 些 集合 是 嵌 套 状 的 ， 所 以 


Xiong > U > (1.18) 
i=l 


(虽然 并 不 需要 ,但 通常 上 式 是 不 交 并 ). EEG, i), 对 
Xa uS, W(X, .. WD, 且 按 下 面 的 方法 定义 : 


MX = > aCe, oo (1.19) 


“质量 "K(X,..,) FEF BX, (1 Si<m) 之 间 分 配 . 假定 
对 每 一 个 序列 (i, i,,…), PAH BB IX, | 和 它 的 测度 
H(X.) Bk —> © 时 都 趋 近 于 0, 对 每 个 大 E= Una 
Xi 和 下 = 站 ooE,， 故 三 是 一 个 递减 的 闭 的 非 空 集 序列 的 
交集 , 因此 也 是 闭 的 和 非 空 的 。 对 ACR, 定义 


mA)=inty LuV): AN EC U,V, Ve z (1.20) 


图 1.2 测度 用 反复 细 分 方法 的 构造 过 程 . 在 嵌 套 状 的 结构 中 ， 
下 的 每 个 集合 上 的 测度 都 在 它 的 子 集 间 进 行 分 配 
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不 难 证 明 4 是 一 个 支撑 包含 在 E 内 的 测度 , 是 满足 对 任意 
Gi), HX .i) 具 有 预先 分 配 的 值 。 于 是 如 果 k 上 是 由 这 
种 “反复 细 分 ”程序 定义 的 , 它 就 能 扩张 为 E 上 的 测度 ， 

有 关 这 个 构造 过 程 的 一 个 简单 的 例子 是 , 设 m=2, 对 每 
个 k, 所 有 的 X,., 构成 了 2: 个 长 度 各 为 2* 的 [0,1] 上 闭 的 
二 进 子 区 间 的 集合 , 用 显然 的 方法 细 分 下 去 。 对 每 一 个 这 样 
的 子 区 间 , 取 MX  ,)= 2 则 容易 验证 式 (1.19) 成 立 , Ast 

(1.20) 定义 了 勒 风格 测度 在 [0,1] 上 的 限制 。 


如 果 使 某 一 性 质 不 成 立 的 集合 具有 的 KA- 测度 为 0 , 则 称 对 几乎 所 
有 的 x 或 几乎 处 处 (关于 测度 四 该 性 质 成 立 。 例 如 ,几乎 所 有 的 
实数 关于 勒 贝 格 测度 来 说 是 无 理 数 。 

偶尔 会 用 到 下 面 的 密度 结论 , 其 大 意 是 说 ,从 测度 的 观点 来 
看 ,集合 E 的 几乎 所 有 的 点 “ 均 在 ”*E P. 如 果 在 点 x 上， RA. 21) 
成 立 , 则 称 它 是 E 的 一 个 密度 点 ，。 


命题 1.7 
设 A 是 尼 上 的 局 部 有 限 波 雷 尔 测度 ,那么 对 每 一 个 4- 可 测 集 已， 


lim#(E N B(x,r))/ #(B(x,r)) (1.21) 
存在 , HX} A- 几乎 所 有 的 xE E, 极限 值 为 1, 而 对 人 -几乎 所 有 的 
Xx€E , RRX O. 
证 明 由 于 这 是 一 个 局 部 结果 , 故 可 以 假设 4 是 有 限 测度 . 取 
c<] ex 
={xe E: 对 任意 小 的 r, HEN B(x) < chB, r))}; 
EMEN H(A) =0. 给 定 s>0 ,存在 一 THR U>A, 满足 
u(U)< (A) +28, ete VA: - 
Y={B8:8 的 中 心 在 4 中 , BCU, KEN B)<cH(B)} 
则 VÆ 4 的 一 个 Vitali AB, 即 对 任意 xE A 及 5>0, 都 存在 
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VY 中 的 一 个 中 心 在 x, 半径 小 于 6 的 球 。Vitali 覆盖 定理 表明 , 在 
YY 中 存在 不 交 球 序列 B.,B,…… 满 足 L(A\ U ,8,)=0, 那么 
H(A)= H( A nN U B) t B(A\ U ‘B,) 

=} H(A N B,) +0 c 2 H(B) 

=ch( U ,B) <cH(U) <c(H(A) + 2) 
上 式 对 任意 €> 0 都 成 立 , 所 以 H(A) <cH(A), 即 得 A(4)=0。 F 
是 ,可 以 断言 ,对 充分 小 的 六 及 任意 c<1, 对 A- 几 乎 所 有 的 xe E, 
cH(B(x,r)) SH( EN B(x,n)S#(B(x,r)). EUXS u -JLE a a AY 
xE 极限 (1.21) 成 立 且 等 于 1. 

将 上 述 关 于 E 的 论证 过 程 应 用 于 RAE, 可 得 对 HA- 几乎 所 有 

的 x#E, 式 (1.21) 等 于 0. O 


有 时 在 同一 个 集合 上 要 考虑 几 种 测度 ， 对 和 上 的 测度 上 和 
v, 如 果 存 在 数 cj,c, > 0, 使 对 任意 ACX, 


c, H(A) S V(A) Sc, H(A) (1.22) 
则 称 4 和 vw 是 等 价 的 ， 
XX 上 关于 测度 4 的 积分 是 按 通 常 步骤 定义 的 。 一 个 简单 函数 
三 X 一 民 是 指 下面 形 式 的 函数 


f= Lalo | 
其 中 avaie RB, 4,,…,A, HE A, 1, 为 A, 的 示 性 函数 ， 
定义 简单 函数 / 关于 4 的 积分 为 | 

| fran Ya, (A) 


更 一 般 函 数 的 积分 是 由 简单 函数 的 通过 来 定义 的 ， 如 果 对 任意 
cE RR, 集 合 {xXEX:f(x)<c} 是 可 测 集 , 则 称 S: X — 民 是 一 个 可 测 
函数 (特别 对 波 雷 尔 测度 kh, 所 有 连续 函数 都 是 可 测 的 )， 定 义 一 
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个 可 测 函 数 f xX > R* U {0} 的 积分 为 : 
fd#=sup adn: 9 RRR, 0<9< st 


(这 个 积分 值 也 可 能 为 无 限 )。 最 后 , 对 一 个 可 测 函 数 / : X > R, 
记 f.C)=max{f (x),0}, f(x) = max{-f (x),0}, 而 当 [fide A 
[fan HAR, EN | 


[ran = fra- [fan 


如 果 jf da= [f.dut 1fdk<%, 这 样 的 函数 了 称 为 MT AR. Fi 
“有 常用 的 积分 性 质 都 成 立 , 例如 fO +gjdu=ffdu +f gdu 和 
jf )dk4=x|f du? 实数 ). 

对 一 个 可 测 集 A, 定义 4 上 的 积分 为 上 f dx={f Ldn. 

一 些 基 本 的 收敛 定理 也 成 立 , 这 些 定理 叙述 的 是 保证 


im [an= | fån (1.23) 


成 立 的 条 件 , 其 中 大 :和 一 及 是 对 几乎 所 有 的 x, 满足 lim，. f (x) 
= f(x) 的 男 数 序列 。 一 种 情况 是 (/ ) 为 非 负 函 数 的 单调 序列 ( 单 
调 收敛 定理 ), 或 者 CO < oo 且 对 任意 的 上 及 xe X, 存 在 c 使 
A Ol Sc (有 和 界 收 敛 定理 ), 还 有 一 种 情况 极限 式 (1.23) 也 成 立 ， 
这 就 是 如 果 存 在 函数 g : X > R U {0}, HE fgdu <0 及 对 任意 
A x, |f CASI) (控制 收敛 定理 )。 

| TRS ER ARIE Fatou 引 理 ， 即 对 任意 可 测 函 数 序 
列 (A)， 


[imir inf fdu Slim int fan 
我 们 常常 希望 在 二 重 积分 中 能 够 交换 积分 次 次 序 ， 这 个 通常 可 


以 利用 Fubini €. WÈ u Aly 是 欧 几 里 德 空间 子 集 上 的 局 部 
有 限 测度 , 那么 对 连续 函数 S :XxY > R* U {0}: 
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| (fr adno Javo) -| (em y)dv o) diu(x) 


(MRS 是 一 个 波 雷 尔 函 数 , 即 对 所 有 实数 c,{(x,y) :了 (x, y<e) 
是 XxY 的 波 雷 尔 子 集 , 则 上 式 也 同样 成 立 )。 

。 积分 通常 可 以 用 不 同 的 记号 表示 , 根据 不 同 的 侧重 要 求 可 写 
Ri fdu, [f 或 者 了 f(x)dn(x)， 当 4 是 n 维 勒 贝 格 测度 L" 时 ， 
通常 用 上 fdx 或 ff (x)dx RF fd L(x). 

记 LN(h) 为 A- 可 积 函 数 的 向 量 空 间 , 即 函 数 S :X 一 只 满足 
jf du<o, L'A) HHA 格 可 积 函 数 ， Ep f: RR 一 中 满足 
(If Id C< œ, 


*1.4 FE BY HB 

1 FB SA oh By — ESET BE SG SAY HED ; 主要 在 第 9 章 中 
要 用 到 。 本 节 仅 涉及 需要 用 到 的 性 质 。 作 为 一 种 选择 , 初次 阅读 
时 可 以 略 过 证 明 不 看 , 当然 这 可 能 会 有 点 不 利于 对 本 论题 的 体 


会 。. 


设 HHH, BER 上 的 局 部 有 限 测度 , 如 果 
| lim [jam [Fan (1.24) 
对 任意 SECR) ( 即 对 紧 支 撑 的 任意 连续 函数 三 ) RE , 则 称 序 
FUC) BKAB H, 记 为 从 一 人 或 eh =H, 
R 上 的 一 个 简单 例子 : 如 果 H(A) = 一 z {#iez: ijk € A}, Eh 
H, Fé 1 的 点 质量 的 总 和 , 则 太一 L. 


尽管 弱 收敛 不 能 保证 对 每 一 个 集合 4 都 有 n (A) 一 H(A), 
但 对 开 集 或 紧 集 仍 成 立 一 些 有 用 的 不 等 式 ， 


1.4 WRK 17 


5| 理 1.8 


UL, ER ERE n > HT BOA PRI 闻 列 ,如 
果 4 是 紧 的 , 则 

1(A)> lim sup L(A) (1.25) 
而 如 果 U 是 开 的 , 则 | 

K(U)S lim infu, (U) (1.26) 
证 明 ig A= {x : dist(x,A) <5} WRB A HH 6- 邻 域 , 则 当 
ÔN ORT, AN A ， 所 以 由 式 (1.13)，M49 一 KM4)。 于 是 对 给 定 
的 2>0, 存在 5>0, 使 A(49) 和 A(4)+s. 设 feC,(R") 是 满足 
0<f()<1 MER BM AM xeA, f(x)=1, 而 对 x¢ AY, 
f(x) =0 (实际 上 可 取 f (x) = max {0,1 —9~'dist(x,A)}), 那么 


u(A)+ E> M(AS)> | fdu=lim | fan, 
> lim sup WHA); 


由 于 上 式 对 任意 小 的 :都 成 立 , 即 得 式 (1.25)。 不 等 式 (1.26) 也 可 
用 式 (1.12) 类 似 证 明 . O 

弱 收 敛 的 重要 性 在 于 下 面 的 紧 致 性 质 , 它 使 我 们 能 从 一 般 测 
度 序 列 中 选取 出 弱 收 敛 子 列 。 

命题 1.9 | 

ut, 是 R"Y 上 的 局 部 有 限 测度 , 且 对 任意 有 界 集 A, W 
ke sup,#,(A)< ©, WHS, 有 弱 收 敛 的 子 序列 。 
* 证 明 ”注意 到 CR) 在 范 数 | /=maxfl (| :xeR"} 下 有 一 
个 可 数 稠密 的 函数 子 集 (J)>，( 例 如, 设 g,(X)=max{0, m~ ixl}, 


由 Weierstrass 通 近 定 理 易 见 函数 集合 {pg,: 是 一 个 有 理 系 数 的 
多 项 式 , meZ) 是 可 数 的 和 稠密 的 )。 
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下 面 采 用 对 角 线 法 论证 : 对 进行 归纳 法 可 得 子 序列 (4, JE, 
其 中 w=, 而 对 k=1,2,… (4), EG 1%, 的 子 序列 ,使 存 
fi a,ER, Bio 时 ， (fd, >a FRMEBR k, Biro 
时 ， fdp > a. 由 于 (jf) 是 稠 的 , 即 知 对 任意 fe C,(R"), 存在 
afyeR, {E 


| f dH, a(f) (1.27) 


m H. a 是 线性 的 , 即 a(f+g)=a(f )ta(g) 和 a(2f)=Z%a(f) 且 
4 是 有 界 的 , 即 如 果 spt f EA, WA | a(S (sup HADIS, 
Riesz 表现 定理 表明 在 这 些 条 件 下 , 存在 一 个 局 部 有 限 的 测度 p, 
并 对 所 有 fe Co(R") 满足 aC f)= f fde; 于 是 由 式 (1.27) 知 H, >A, 
M(H, de (A)2 ,的 一 个 子 序列 。 口 ] 

有 时 通过 距离 的 收 伍 来 表示 测度 的 弱 收 伍 会 方便 一 此 对 
有 R>0， 征 义 民 上 的 局 部 有 限 测度 集 上 的 du 为 


dury =supi| fyan- |a» | “fe Lip,} (1.28) 


这 里 Lip, 表示 满足 spt f © BO,R) A Lipf <1 ( 即 |f(x)-/ O 

S|x—yl, x,y E R) A EZAR f: R">[0, 0) HBA, 那么 对 每 

个 R, de 是 一 个 伪 距 离 ( 即 它 是 非 负 的 , 对 称 的 .， 满 足 三 角 不 等 

AÅ), Am di(K,Y)=0 并 不 能 得 到 k=v。 虽 然 如 此 , d, DEE 

PERENS B"(0,R) 中 的 局 部 有 限 测度 集 上 的 距离 ， 参见 练习 
1.10. SAR, WR R, SR, WA d, (HV) Sdp (HY). 


引 理 1.10 
设 Hwy Al BER" 上 的 测度 ABA HK, sw 
对 任意 R>0, d,(#,,4)—> 0. 


* 证 明 首先 假定 对 某 个 R， d (Hti) + 0, 通过 考虑 子 序列 并 用 重 
新 排序 的 方法 ,可 知 存在 s>0 和 函数 人 es Lip, EIES H k, 
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fd, -[fdelee. 由 Arzela 一 Ascoli 定理 ,存在 (jf,) 的 一 个 子 
序列 ,通过 重新 排序 可 以 又 一 次 得 到 整个 序列 , 利用 f 在 BYCO,R) 
外 等 于 零 的 性 质 , 知 在 Lip。 上 一 定 存 在 函数 S, 一 致 地 有 
大 一 了 .于 是 


fon for (fron frm) (fron fo) 


+( fran- fran) 

Bk oo 时 ,这 个 和 的 第 一 项 趋 于 0 (由 于 大 一 致 收敛 于 及 
由 式 (1.25) M(H (BORD) 是 有 界 的 ), 第 三 项 趋 于 0 (由 于 六 
一 臻 地 收敛 于 S), 但 是 中 间 一 项 的 绝对 什 有 下 界 所 以 入 不 
FE a 

”反之 , 设 对 任意 及 > 0， dy), TIS: R R EEA, 
E. spt f= B(0,R)， 则 对 给 定 的 s>0, 存 在 李 卜 希 效 函数 
g: RR, 使 sptgc B(0,R), 且 9g 在 下 列 意义 下 逼近 f, 即 对 任 
意 xeR, IJ/C9-9g(C9l<s (由 中 值 定 理 ，9 可 以 任意 充分 地 通 
近 了, 因 /是 连续 可 微 的 )。 那 么 利用 三 角 不 等 式 和 9 有 李 卜 希 
ZTE ANGRY ABS) , 如 果 上 充分 大 ,由 式 (1.25) | 


Ifran- fy dp| + E an- fo 7 | 


<| If -gl dy, 
+ fi g- flàn 
<£H,(B(O,R)) + 2(Lip g) da(#,,H) + ep(B(O,R)) 
< 3eu(B(0,R)) + 2(Lipg)e 
因此 入 HAF 4。 L] 


还 需要 的 其 它 性 质 是 d. 的 可 分 性 ， BFF ERC) 
BLY OY GM EA, 
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5 引 理 1.11 


ER 上 存在 局 部 有 限 测 度 ww, … 的 可 数 集 ,使 得 对 
R" 上 的 每 一 个 局 部 有 限 测 度 KRIER R, n>0, FE k 使 
dH) <. 
* 证明 为 证 明 本 引 理 ， 只 要 证 明 对 任意 R= 1, 2,… 都 存在 这 样 的 
测度 集 和 利用 可 数 集 的 可 数 并 仍 是 可 数 的 性 质 就 足够 了 。 对 
j=1,2 7 BCC, E B(0,R) 相交 的 边 长 为 2-! 的 ( 半 开 ) 二 
进 制 立方 体 , 设 09, 是 在 C,, 中 心 点 上 的 一 个 单位 点 质量 , 设 
(KD) 是 所 有 形 如 Fra IO HI TU EBA BI — TP BCE , 这 里 对 每 
BGM i, 序列 (go Qua.) 是 非 负 有 理 数 的 一 个 枚 举 ， 

Rew, Wyse (CC Do， 这 里 选取 了 足够 大 以 使 


d, (F, Dsg me 现在 选取 4=0729,,,5,, ER 


hip hi 


de, Hh) < 5 — 1, 这 可 以 通过 对 每 个 上 取 qip 充分 接近 KC, ) 来 实 
现 。 于 是 Au. H) <n, SRE. O 


1.5 注 记 与 参考 文献 : 
本 章 的 大 部 分 内 容 可 以 在 关于 测度 论 的 任何 基本 教程 中 找到 更 
为 详细 的 叙述 , 例如 Doob (1994) 或 Kingman 和 Taylor (1966) 
的 书 . 在 Falconer (1985) 和 Mattila (1995a) 书 中 的 处 理 是 特别 针 


对 分 几何 的 ,同时 也 包括 了 Vitali MME 
细节 ， 


练习 


1.1 设 广 [0,1 一 [0,1] TREK, WMI lim,- b 存在 ， 
RED =supycalde SOO, StS SHE RARR RE: 
用 链条 法 则 证 明 (b ) 是 半 可 乘 的 ,) 


1.2 


1.3 


1.9 
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用 式 (1.4) ie HK LIELER. Bp (T [7x < 
一 了 mx, 这 里 xX,…,X,>>0,( 提 示 : 一 logx R444.) 

RO=) 是 有 理 数 的 一 个 救 举 。 对 ACR, 定义 
U(A)=} e12, Big HRPM GA FRAT MOS N 
R. 并 证 明 虽然 H(R\Q)=0, 12 spth = R, Bp K 是 “ 集 中 ” 
Fa, 
设 几 是 民 上 的 测度 ,满足 对 所 有 xER, FAR B(x r) 使 
HA(CB(xcr))<o, 证 明 有 是 局 部 有 限 的 。 
RAWA ECR E RAR) RRA HH 1.6 验证 式 


(1.15) 和 式 (1.16)。 | 


HES k, Ra H=1 RR 2 个 长 度 为 3- “的 按 通常 
三 分 康 托 集 巨 构造 与 过 代 的 第 天 级 子 区 间 。 验 证 由 假设 
H(X) = 2 和 利用 式 (1.20) 可 以 导出 上 上 的 一 个 测度 。 证 | 
H E UX a) = 1/3" (2/3, 1K Bn, 和 ,分 别 是 (i,…,i) 
中 数字 1 和 2 出 现 的 次 数 ， 则 上 述 结果 同样 是 正确 的 。 
设 广 [0,1] 一 民有 是 连续 的 ,在 [0,1] 上 定义 及 为 A(4)=[ oodx。 
证 明 人 和 上 是 等 价 的 ,这 里 上 是 勒 贝 格 测度 .( 注 意 对 所 有 
xE [0,1] 和 ci,c,, 0<c,<f(x)Xce, ) | 
BH X RLAR, ERTER EBB, 1+1 上 找 出 
测度 序列 (4) 0988 BUR u. H,((0,1]) > J([0,1]) 成 立 吗 ? 
证 明 如 有 果 人 一 HH， 上 且 A 是 满足 (04)=0 的 有 界 集 , 这 里 04 
是 4 的 边界 , AZ L(A4) 一 (4) 


1.10 验证 由 式 (1.28) 定义 的 d, 是 局 部 有 限 测度 的 伪 距 离 及 支持 


在 B°(0,R) 上 的 测度 的 距离 ， 
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这 一 章 要 复习 一 些 分 形 几何 的 基本 思想 , 它们 将 频繁 地 出 现 
在 整 本 书 中 。 首 先 讨论 分 形 维 数 , 特别 是 豪 斯 道夫 、 填充 . 计 盒 维 
数 的 定义 和 性 质 , 然后 回顾 和 迭代 函数 系 ， 它 提供 了 一 种 描述 许多 
分 形 和 分 形 测度 的 简便 的 方法 ， : 

为 方便 参考 , 将 这 些 基本 定义 .性 质 和 记号 集中 在 这 里 , JL 
乎 所 有 的 这 些 内 容 在 FG 中 都 有 更 为 详细 的 叙述 和 完整 的 证 明 。 


2.1 维 数 回顾 


集合 的 “分 形 维 数 ”的 概念 几乎 :是 整个 分 形 数学 的 中 心 ， 通常 
我 们 只 对 R" 由 于 集 的 维 数 感 兴趣 ， 但 本 质 上 同样 的 定义 在 一 般 
BE SF) EAB 

许多 维 数 的 定义 依赖 于 对 集 E: 在 尺度 ; 下 的 度量 ” 通过 这 
样 的 尺度 观测 集合 可 以 确定 集合 的 不 规则 性 。 于 是 维 数 通 常 是 
依据 这 些 度量 值 当 r 、 0 时 服从 的 短 定 律 的 状况 来 定义 ， 

这 里 主要 涉及 集合 的 豪 斯 道夫 、 填 充 和 计 盒 维 数 , 虽然 还 提 
出 了 许多 其 它 定义 ,但 这 些 是 最 常用 的 维 数 定义 。 必 须 强调 的 是 ， 
尽管 对 “适当 规则 ”的 集 ,常用 的 维 数 定义 经 常 给 出 相同 的 值 ,但 
集合 的 维 数值 还 是 会 随 利用 的 定义 的 不 同 而 变化 的 。 因 此 在 任何 
特别 的 上 下 文中 ， PERERA T MERER XE i 


计 盒 维 数 


计 盒 维 数 ( 48 PK Dy HE AL, 容量 维 数 .对 数 密度 等 ) an 
上 看 , 它 是 用 到 的 最 简单 的 维 数 , 见 FG 的 3.1 节 .对 ?的 一 
非 空 有 界 子 集 E, 设 N,(E) 是 覆盖 巨 的 直径 为 SReRD t 
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数 ,( 回忆 一 下 集合 U 的 直径 的 定义 是 |U|=sup{|x 一 y| :x, y EU}, 
即 在 U 中 任何 两 点 之 间 的 最 大 距离 .)E 的 下 、 上 计 金 (或 金 ) 维 数 
的 定义 分 别 为 : 


dim SE = lim inf 280E) (2.1) 
—logr 

和 

一 一 一 ， ，， logN (E) 

dim, E = lim sup ogr (2.2) 
如 采 它 们 相等 就 把 这 相等 的 值 称 为 E Bt Se a Se 

dim,E=lim 280E) (2.3) 
r=0 —logr 


这 样 , 能 覆盖 EWA r 的 集合 的 最 少 个 数 大 约 是 r 阶 , 这 
Æ s=dim,E. 
有 者 干 经 常用 到 的 这 些 定义 的 等 价 形式 . mR l N (E) RAT 
任 一 个 数 , (2.1) - (2.3) 的 极限 值 不 变 : 
( i) 覆盖 E 的 直径 为 + 的 集 的 最 少 个 数 、 
(ii ) 覆盖 的 半径 为 + 的 闭 球 的 最 少 个 数 ， 
(iii) 覆盖 的 边 长 为 + 的 立方 体 的 最 少 个 数 ， 
(iv) POE E 内 半径 为 + 的 不 交 球 的 最 多 个 数 ， 
(v) 与 相交 的 +r- 网 立方 体 个 数 , 因此 有 名 称 “ 计 盒 ”. 
(r- 网 立方 体 是 形 如 [mr,(m, 十 1)7) x … X im rm, +t DORAN 
体 ,这 里 m,…,m, 是 整数 ,) 
通过 比较 上 述 各 种 情形 中 的 N,(E) 的 值 , 即 可 得 到 这 些 定义 
形式 的 等 价 性 。 见 FG 中 的 等 价 定义 3.1, | 
有 一 个 具有 相当 不 同性 状 的 盒 维 数 的 等 价 定义 , 它 涉及 到 
r- 邻 域 或 称 x- 平行 体 EE, 的 n 维 体 积 ,E, 定 义 如 下 : 
E,={xE R" : ATE y EE, 使 jx 一 y|<7)} 
那么 对 ECR’, | 
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A 
dimsE=n 一 limsup oe (2.4) 
dim,E =n -lim inf -28 £E). (2.5) 
r= 0 log r 
且 如 果 下 面 极限 存在 , 则 
dimsE=n ~lim Jog f'E) (2.6) 
log r 


其 中 [* 是 n 维 体积 或 n 维 勒 贝 格 测度 ， 就 这 个 定义 来 说 , 盒 
维 数 有 时 被 称 为 闽 可 夫 斯 基 维 数 ， 


这 斯 道夫 和 填充 维 数 | | 

豪 斯 道夫 和 填充 维 数 要 比 盒 维 数 复杂 一 些 , 它们 是 通过 测度 
定义 的 。R" 的 一 个 有 限 或 可 数 的 子 集 族 {0), 如 果 对 任意 i 
JUIS H Ec UZU, MIKLU) Æ ECR H+ 6-22. BER 
R 的 子 集 s20. SEB O>0, EK 


H;(E)= int SUP : (U) È E BY ô- wit | (2.7) 
随 着 5 的 减少 ,E 的 5- 覆盖 族 是 减少 的 ,所 以 上 式 中 下 确 界 是 非 


降 的 , 且 当 ON 0 时 趋 近 一 个 极限 ， 于 是 定义 
JN(E)= lim H; (E) (2.8) 


这 个 极限 对 所 有 ECR 存在 ,可 以 是 0 或 R HE) A EW 
s 维 豪 斯 道夫 测度 ， 

可 以 证 明 H' (E) Fe ETRE 尔 规则 测度 ( 见 式 (1.14))， 
故 对 任意 集合 ELEn, 特别 有 


H (L U E.) < SHE) (2.9) 
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如 果 已 是 不 交 的 波 雷 尔 集 , 则 等 号 成 立 ， 

豪 斯 道夫 测度 推广 了 勤 贝 格 测度 , 故 HE) 给 出 一 个 集合 或 
曲线 巨 的 “长 度 ", FOE) 给 出 一 个 区 域 或 曲面 (标准 化 ) 的 “ 面 
积 ”, 等 等 。 通 常 L200, He 这 里 w Æ n 维 单位 球 的 体积 。 

经 常 要 考虑 在 李 卜 希 兹 映射 下 集合 的 象 的 豪 斯 道夫 测度 。 对 
任 一 满足 


S-S OY) <elx—yl, (EH x, ye E (2.10) 
的 李 小 希 效 函 数 f: E> R, 
HS (E))<c' HYE) (2.11) 


同样 ,如果 S E> Rms pH He, , 即 若 c,,c,>0, 对 任意 
x,y E E, 

clx = yi SiS œ- f(y) Sc, |x— y] 
则 

cH(E)S HY (E)) Sci H (E) (2.12) 
上 述 的 一 种 特殊 情形 是 当 f 是 相似 比 为 + 的 相似 变换 时 , 即 对 任 
© xy EE, |f œ- f O= rix- yl, 此 时 : | 

| Hf (ED) =r HE) (2.13) 

这 就 是 豪 斯 道夫 测度 的 比例 性 质 E PI EAE th RB SB 面 
积 、 体积 等 的 比例 性 质 ， 

由 式 (2.7) 和 (2.8) 容易 证 明 , 对 任意 集合 ECR", 存在 数 dim, E, 
PZJ ERÈ MERA, 满足: 如果 s<dim E, 4f(E)=oo, 如 
果 s>dim,E，3f(E)=0， 即 

dim, E=inf{ s 9(E)=0) -sup{ s:3£(E)= 0} 
于 是 集合 E 的 豪 斯 道夫 维 数 可 以 被 认为 是 这 样 的 一 个 数 s, 使 得 
在 s 处 XH'(E) 从 % “跳跃 "到 0, 见 图 2.1. 24 s=dim,£, 测度 
HE) 可 以 是 零 或 无 穷 ,但 是 在 最 好 的 情形 是 (发 生 于 许多 熟悉 
的 例子 ) 0< 3H'(E) <%， 在 这 种 情形 下 ， AWK E 为 一 个 
s- 集 . 
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HE) 
OO 


0 dimp E n 


2.1 三 的 豪 斯 道夫 维 数 是 ,在 :处 HE) 从 © 跳跃 到 9 


填充 维 数 的 定义 与 察 斯 道夫 维 数 定义 相似 。 称 一 族 中 心 在 EE 
内 , 半径 最 多 为 " 的 有 限 或 可 数 的 不 交 的 球 族 {B} 为 EcR' 的 一 
个 6- 填充 。 对 65>0, 定 义 

P(E) =supyS IB’: {B} 是 EE 的 一 个 0- 填 充 | 
那么 随 着 5 的 减少 PE) 是 不 升 的 , 故 可 取 极 限 
PE)= lim P;(E) | 
遗憾 的 是 P; 不 是 一 个 测度 ( 它 不 清 足 半 可 数 可 加 性 )) 为 了 克服 
这 个 困难 , 定义 
P Emiri P(E): E€ U E} 

LEA R LEREM , 称 为 巨 的 s- 维 填充 测度 。 P P 


也 给 出 了 光滑 集 的 长 度 ,面积 等 , 但 是 对 分 形 ,和 和 卫 : 可 以 
是 非常 不 同 的 测度 . 
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EF bP ATH ,填充 测度 与 豪 斯 道夫 测度 的 表现 形式 
是 一 样 的 ,用 PR H’ R2.11)- (2.13) 仍然 成 立 ， 可 以 证 明 
对 任意 集合 A, (4) P(A), 

FF EIR IER , 存在 称 为 E WELTER dim,E, 
满足 : 如 果 s<dim,E, W Pe) = a, 如 果 s>dim,E, 则 P(E) 
=0, B] 
dim E = inffs: P(E)= _0)- sup{s: PAE)= oo 
| RUNES RARER UN ARIES ET EM. Xf EER’, 


dim, E = int sup i E: Ec Ua 


(下 确 界 在 E 的 所 有 可 数 覆盖 (EJEM) DL FG 中 的 命 
题 3.6。 ” ， o 


维 数 的 基本 性 质 


: 书 中 净 频 繁 地 用 到 维 数 的 一 些 基本 人 性质 。 PETT dim” ,表示 
守 斯 道夫 .填充 .上 盒 和 下 盒 维 数 中 的 任 一 个 , 则 下 列 性 质 都 成 
立 。 
单调 性 WR ECS E,, Wi) dimE, <dimE, . 

AIR GR ERA , W dimE=0, _ aT 

开 集 MRE BR EW AES ATH, 则 dimE = n, 

AAG WR E Fe R EAI m 维 光滑 流 形 , 则 : dimE=m。 

李 目 希 兹 映射 . 如 果 /:E 一 :R" BELA 兹 函数 ， 则 
a Sd (AT EEE RA EE R e (21D 

它 的 填充 测度 的 相应 形式 得 到 A 维 数 从 定义 就 可 推 

4b 注意 特别 当 X RAR, ECX, M f:X>R BAHAR 
PSU, 由 中 值 定 理 知 上 述 结 论 也 是 成 立 的 .， 

几何 不 变性 如 果 f 是 一 个 相似 或 仿 射 变换 , 则 dimf(E)=dimE 

(这 是 双 李 下 希 效 不 变性 的 一 种 特殊 情况 ). 
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IMER, 填充 和 上 盒 维 数 是 有 限 稳定 的 , 即 对 任何 有 限 集 
族 {E,…,E,}， 有 dim U5 已 = = MAX, cerdimE, 然而 下 使 维 数 不 是 
有 限 稳定 的 ， 

” 认 斯 道夫 和 填充 维 数 是 可 数 稳 定 的 , 即 dim UZE, = 
SUP acwdimE,;( 结 论 可 以 由 之 斯 道夫 和 填充 测度 的 半 可 数 可 加 性 
推出 , ) 可 数 稳定 性 是 这 些 维 数 优 于 盒 维 数 的 主要 优点 之 一 , 特别 
它 薄 涵 着 可 数 集 的 豪 斯 道夫 和 填充 维 数 为 零 。 

再 回顾 二 下 结论 dimsB =dimyE 和 dim,E =dim,E, 这 里 下 
E EWR. 但 由 于 经 常 要 研究 在 RR" 的 一 个 开 域 内 稠密 的 分 形 
R E, 因而 它 有 满 的 盒 维 数 n, 事实 上 这 正 是 盒 维 数 的 一 个 缺陷 ， 

. 在 这 些 维 数 之 间 有 一 些 基本 的 不 等 式 。 对 任意 非 空 集 E 

dim,E<dim,E<dim,E fl dim,E<dim,E<dim,E (2.14) 
(对 涉及 到 盒 维 数 的 不 等 式 ,假设 三 是 非 空 和 有 界 的 .。) 应 用 中 ， 
大 部 分 定义 的 维 数 取 值 是 在 豪 斯 道夫 和 上 盒 维 数 之 间 ， 因此 如 果 
ROGUE RS Cir meB 那么 所 有 正常 定义 的 维 数 者 到 这 共同 
的 值 。 


维 数 计算 


我 们 频繁 地 要 估计 一 些 集合 的 维 数 , 通常 下 佑 计 比 上 估计 更 
难得 到 。 寻 找 一 个 集合 的 维 数 有 许多 种 途径 ,但 是 大 部 分 方法 涉 
及 到 研究 此 集合 支撑 的 一 个 适当 的 测度 (其 它 方法 常常 能 转化 成 
这 一 过 程 )。 一 个 基本 但 却 非常 有 用 的 技巧 被 称 为 “质量 分 布 原 
m a 
命题 21 (质量 分 布 原理 ) 


设 ECR", 是 使 1(E)>0 的 有 限 测度 ， RFRA 0 c>0 
和 6,>0, 对 所 有 满足 |U|<5 HBA U, : 
AD 和 cl 


”_2.1 维 数 回顾 | 29 
则 JEME) H i 
s<dim,£ Sdim, E Sdim, E 
证 明 回顾 一 下 FG 中 命题 4.2 的 非常 简单 的 证 明 .。 RU 是 
直径 最 多 为 0。 的 王 的 任何 覆盖 族 , 则 


HE)SH UU)< HU) Sc) UF 


HASS, A(E)<c HIME) REAL. 45 -= 0 即 得 结论 。 O 


… 如 果 能 找到 EE 上 上 的 满足 一 定 的 “局 部 密度 ”条件 的 测度 u, 发 
展 上 述 的 思想 就 能 够 估计 集合 E 的 豪 斯 道夫 和 填充 测度 及 它 的 
维 数 ， 观 察 豪 斯 道夫 和 填充 测度 之 间 的 (近似 ) 对 称 性 , 下 面 的 
命题 给 出 它们 的 上 、 下 估计 ， 


命题 2.2 
设 ECR" ERER A, /是 me a a A 


0<c<®, 
(a) 如 果 对 所 有 x x€ E, lim sup, ., „Bo, r)/r'<c, S 

H (E)> Eye. 
(b) 如 果 对 所 有 xEE, limsup, ., HBO rc, M 

© H(E)SYHE)e. | | 

(c) 如 果 对 所 有 x EE, lim inf, HBC DA Sc, ' 则 

P(E)Z2UEYc, 
(d) 如 果 对 所 有 x € E, lim inf, MBC > >c, i 

P(E) S2U(E)/c. 
证 明 (a) 和 (b) 在 FG 中 的 命题 4.9 有 证 明 (a) 的 证 明 需 要 用 到 
稍 许 超出 豪 斯 道夫 测度 定义 的 内 容 , 同时 (b) 的 证 明 要 用 到 Vitali 
覆盖 引 理 。 对 填充 测度 可 用 非常 类 似 的 方法 同样 证 明 ,(d) 由 填充 
测度 的 定义 容易 得 到 ，(c) 需要 用 到 覆盖 引 理 。 口 
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人 们 对 集合 的 维 数 经 常 比 对 集合 的 测度 更 感 兴 趣 , 因此 下 面 
给 出 命题 2.2 的 关于 维 数 的 一 个 版 本 , 通过 测度 的 局 部 维 数 来 表 
达 可 能 是 更 方便 一 些 。 定义 PEE XCR ET, AAR CEES 
为 点 维 数 或 Holder 指数 ) 为 


dim A(X)=lim or (2.15) 
dim, M(x) = im sup PEREG) ote 


这 些 局 部 维 数 表示 了 ?充分 小 时 A(B(x,r)) BEAR MA GUE EAR 
OL. 注意 如 采 存 在 r>0 使 MBO r)) =0, Em) = dim, oh) 


=o, 


命题 2.3 

设 EcRR" EREKE, , 上 是 有 限 测度 ， 
(a) 如 果 对 任意 xeE ER u(E)>0, dim, Al) s, W dim, Es, 
(b) 如 果 对 任意 xe E, dim, u(x) Ss, Mi dim,E<s, 
(c) 如 果 对 任意 xeE E 及 A(E)>0, dim H(X) s, W dim, EFs, 
(d) 如 果 对 任意 xe E, dim,.u(x)<s, WM dim,E<s,. 
证 明 由 命题 2:2, 注意 到 (a) 中 的 :假设 蕴涵 对 任意 .>0， 
lim sup, .f4(B(x,r))/r'=0, 即 得 结论 (a). Hb) (©) 和 (d) 类 似 
Wie. O 

注意 在 命题 2.3 MA fc) ch , RxR x 风 于 具有 下 l- a 
EAJ E RRs T 

FRUE LER PR 它们 确定 了 在 一 个 给 
RRS Ee 一 个 县 有 相应 局 部 维 数 的 测度 ， 


pe 24 ran 
设 ECR" 是 非 空 波 雷 尔 集 | 


2.1 维 数 回顾 31 

(a) 如 果 dim,E>s, 则 存在 满足 0<u(E)<@ 的 H, 且 对 任意 
xEE, dim, u(x) 2s, 

(b) 如 果 dim,E£ <s, 则 存在 满足 0<u (E) <0 的 HL 上 且 对 任意 
XEE, dim, u(x) Ss, l 

(c) WHR dim, E>s, 则 存在 满足 0<MB)<o 的 H, HX} u- 几乎 
所 有 x, dim,,,H(x)? s. | 

(d) 如 果 dim,E<s, 则 存在 满足 0<AG) <oo A x, 且 对 任意 
xEE, dim, M(x) <s. 

WER (a) 是 FG 中 的 系 4.12 (“Frostman 5| 38” ) 表达 成 局 部 

维 数 的 形式 .。(b)， (C) ANCE) 的 证 明 也 要 用 到 类 似 精细 的 论证 ， 详 

METERS EES KM RS ü o> 


注意 , 在 命题 2.3 T 2.4, 集合 的 下 局 部 维 数 与 它 H 
夫 维 数 相关 联 , 而 集合 的 上 局 部 维 数 与 填充 维 数 相关 联 , 

命题 2.3(a) 和 2.4(a) 可 以 被 “积分 "而 得 到 位 势 理 论 准则 , 在 计 
工 家 斯 但 夫 维 数 和 测度 时 经 常用 到 它 E. Xt s 之 0, EM R’ EHN 
RE u Hs- 能 为 


IH) = | fra 


| 命题 | 2. 5 
ECR” 
(a) 如 果 存在 EEE 10) < 0 AT u, 则 of (E)= 
 Hdim,£2s, | 
(b) WR E EWE H (E)>0 HEERA, 则 存在 E 下 的 有 限 测 
BEM, 对 任意 t<s, 满足 LO<o。 
证 明 见 FG 中 的 定理 4.13. O 
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密度 和 可 求 长 性 
在 几何 测度 论 的 发 展 中 ,密度 发 挥 了 相当 重要 的 作用 .虽然 
有 可 能 定义 任何 有 限 测度 的 密度 ; 但 这 里 主要 注意 的 是 s- 集 的 
密度 , 即 满足 0< 34(E)< oo 的 波 雷 尔 集 EcR", 其 中 s=dim E, 
E 在 x 点 的 下 、 上 (s- 维 ) 密度 定义 如 下 i 


D(x) =D(E,x)=lim inf HE N BDY 217) 


和 
D*(x)=D*(E,x)=lim sup H(E N B(x,r))/(2r)} (2.18) 


( 当 研 究 的 集 E 是 明确 的 ; 则 记 为 D:(x) 比 D:(E,x) 更 好 些 .) 当 
D*(E,x)=D"(E,x) 时, E 在 x 的 密度 D:(E,x) 存在 有 等 于 这 相同 
值 .( 通 过 在 式 (2.17) 和 (2.18) 中 用 来 替代 HL, 则 可 以 定义 更 
加 一 般 的 测度 上 的 密度 .) 

TER, MEXER 的 开 子 集 及 / X—>R Ë cB. 那么 
ECR, 

D*(E,x)=D‘(f (E), SOAD (E,x)=D* TES f(x) (2.19) 
对 任意 使 / (x) 了 0 的 x 成 立 。 直 观 上 这 是 因为 f 可 以 看 作 是 在 x 
附近 的 相似 比 为 |f OOI 的 局 部 相似 变换 , 利用 比例 性 质 (2.13)， 
这 个 变换 将 B(x,r) 的 直径 扩大 了 IS O 倍 , 相应 的 Br) 的 
H- WENT AT I GOK 倍 , 见 练习 2.6, 事实 上 , 式 (2.19) 对 
可 微 保 形 映射 / :XX 一 民 " 也 是 成 立 的 , 其 中 XcR",( 称 映射 了 是 
保 形 的 ， 各 果 / (© PEX R" 上 二 的 线性 变换 FEM LER xe R 的 
相似 变换 .) ，- 

关于 密度 的 经 典 结 论 是 勤 贝 格 密度 定理 ， CAGE. 如 果 
E 是 "的 勒 贝 格 可 测 子 集 , 则 对 L"- 几乎 所 有 的 x 有 ” 


im LEN BOM LEM = y or 


这 是 在 命题 1.7 PRUA [' 的 特殊 情形 .由 于 L'=2"v H, 


(2.20) 
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RP o, E n 维 单位 球 的 体积 , 用 密度 的 形式 表示 即 是 
0 OE (2.21) 
对 于 -几乎 所 有 的 x RE. 自然 妥 问 对 一 般 的 s 值 ， 在 什么 范围 
内 有 类 似 式 (2.21) 的 结果 成 立 ， 

对 s-@ ECR, AWEH H'- 几乎 所 有 的 x¢E, 
D:(E,x)=0。 而 且 对 几乎 所 有 的 xe E, 2*<D*(E,x) <1, FG 
中 的 命题 $.1。 一 个 更 加 深刻 的 性 质 是 ,除了 是 整数 ,对 H- 
几乎 所 有 的 x €E, D*(E,x)<D'(E,x), ER 9.8 中 将 利用 切线 测 
度 证 明 这 一 点 , 而 FG 中 的 命题 $:3 给 出 了 一 种 特殊 情形。 从 
某 种 意义 上 说 , 这 个 密度 的 不 存在 是 分 形 性 的 反映 ， 

s 是 整数 时 的 情形 就 更 为 复杂 。 在 这 种 情况 s- 集 EcR" 可 
以 分 解 为 E= Et Ep XE E BRIS , Xt 46- 几乎 所 有 的 
x EE 满足 D'(Es,x) = D*(E,,x) =1， 而 EE 是 不 规则 的 , 它 对 
H -JLE RAKY xE E, D*(E,x)<c D*(E,x), XB c<] RMF 
n 和 s, WEI 2.2, 


D'(E,x)=lim H(E f B(x, ory = l 


SS a 


图 22 1- RE 分 解 威 一 个 规则 部 分 En 和 一 个 不 规则 部 分 E. 
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规则 和 不 规则 集 具 有 通过 可 求 长 性 表现 出 的 几何 特性 . 
如 果 瑟 是 规则 的 , 则 EE 是 可 求 长 的 ,有 即 E 的 几乎 所 有 部 分 都 能 被 
(E H (E\ U%,E)=0 的 可 数 李 上 下 希 兹 子 集 族 E,, E,、… 所 覆盖 .( 称 
BSE AF ERTE, WR E= f(A) HFP ACSR, f:A > R 
是 一 个 李 目 希 效 映射 ,) 于 是 可 求 长 集 是 由 一 族 可 数 的 李 卜 希 兹 子 集 
组 成 , 这 些 李 PT ER, 曲面 或 典型 的 s- ERA 
NFR. / 

” 另 一 方面 , 如 果 五 是 不 规则 的 ， 那么 E 是 完全 不 可 求 长 的 ， 
即 对 每 个 李 卜 希 效 子 集 E HEH (EN 已)=0, 故 无 与 可 求 长 的 
s- 维 集 只 有 可 以 忽略 的 交 。 这 样 , 不 规则 集 可 能 被 认为 是 分 形 ; 
而 规则 集 或 可 求 长 集 则 是 非 分 形 的 , 对 整数 维 集 来 说 -密度 的 
不 存在 正 是 它 的 分 形 性 质 特征 。 在 s- 集 的 度量 或 密度 性 质 与 集 
的 几何 性 质 或 可 求 长 性 结构 之 间 建 立 联 系 是 困难 的 , 它 是 几何 测 
度 论 发 展 的 中 心 间 题 ， 更 详细 的 可 参见 FG 的 第 5: 章 ， 
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ERAR ( KB ) 提供 了 一 种 描述 和 重新 构造 许多 分 形 的 
非常 简便 的 方法 , 从 某 方面 来 说 这 些 分 形 是 由 它们 自己 的 小 象 点 
构成 的 。 此 问题 的 研究 是 在 R" 的 非 空 闭 子 集 X 上 进行 的 , 且 经 
WHE X=R. —PRRG KA CFS) 由 一 族 XX 上 的 压缩 映射 
{FF} 组 成 ,这 里 m 之 2。 于 是 对 i=1,…,m, Fi: X> X 

IF (x) — FQy)|<r|x— yl {ER x,y EX (2.22) 
这 里 "< 1 记 
= Max 7, (2.23) 

Bor. <1, 

一 个 IFS 最 基本 的 性 质 是 它 确定 了 唯一 的 满足 E=U", F(E) 
的 非 空 紧 集 三 , 这 种 集 常常 是 分 形 ， 例如 ， 由 下 式 给 出 的 
F,F,:R—>R, 
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2 


F (x)= = 和 ZOETE (2.24) 


WE E= F(E) U F,(E) 的 集合 E 是 二 分 康 托 集 ， 见 图 2.3 
0 113 241 
F(E) E FXE) 
图 2.3 三 分 康 托 集 由 二 个 与 它 自己 的 比例 为 — 的 复制 所 构成 ,于 是 
E=F(E) U FXE), 其 中 FI 和 F， 由 式 (2. 24) 给 出 

“为 了 确定 这 个 基本 性 质 ， 考虑 《的 非 空 紧 子 集 类 5S, ESE 

可 以 定义 一 个 度量 或 距离 4 为 | 

` d(A,B)=inf{ô :ACB, H BEA, (2.25) 
这 里 A, 是 4 的 0- 邻 域 。 这 样 ，4d 满足 关于 距离 的 三 个 要 素 
(i) (A,B) 20, FAW H14 A=B, (ii) d(A,B)=d (B, A) , 
(iii) 对 任意 的 A,B,C d(A,B)<d(A,C)+d(C,B)), 且 称 之 为 S$ 上 
的 豪 斯 道夫 距离 。 

可 以 证 明 d 是 $$ 上 的 完备 距离 ， BS 内 的 每 一 哥 西 序 列 集 都 
WAFS 内 的 茶 个 集 。 用 这 个 事实 可 以 给 出 熟悉 的 IFS 的 基本 
性 质 “压缩 映射 定理 ” 的 证 明 。 在 FG 中 的 定理 9. 1 1 给 出 了 一 种 
可 供 选择 的 证 明 。 | 


定理 2.6 
BURP) 2 XCR LEVIES, 那么 FEM 非 空 紧 集 
ECX, We 4 


Es Une | 2.26) 
而 且 ， a ASS, EER F S+SH: 
F(A)= U F(A) _ 7 | (2.27) 
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则 对 任意 AES, 4 k — ok}, EEN d F 
F(A)—E 
XE FEFE k KERR. 更 进一步 , 如果 AES, HEB i, 
F(A)CA, D 


E= N Fa) (2.28) | 


证 明 如 果 4,Be S, 那么 利用 距离 4 的 定义 并 注意 到 ,如 对 所 
A i, 5- 邻 域 (F,(4)); 包含 F(B), WCU TFA), aa Ut, F(B), 
反之 亦 然 , 则 


d(F(A),F(B)) = (U U F(A), Ù ro) 
<max d(F (A),F (B). 


由 式 (2.22)， 
4(F(A),F(B) < (max r) d(A, B) : (2.29) 


由 于 Max, <i cel <I, 故 映 射 / 是 完备 度量 空 zj(S, d) 上 的 一 个 压 
缩 。 由 Banach 压缩 映射 定理 F 有 唯一 不 动 点 , 也 就 是 说 , 存 
在 唯一 的 集 Fe $， 满足 F(E) = E, 即 式 (2.26)， 而 且 当 k> oft, 
F(A)—> E. $3], 如果 对 任意 i, F(A)CA, BZ F(A)CA, 于 是 
F(A) 是 包含 E 的 一 个 递减 的 非 空 紧 集 序列 , 且 使 交集 门 *_,F'(4) 
必然 等 于 E。 口 


O 清 足 式 0.26) 的 唯一 非 空 紧 集 已 称 为 TPS (FoF) A 
子 或 不 变 集 。IFS 可 以 被 认为 是 集合 的 定义 或 表示 

， 有 两 个 与 IFS 相 联 系 的 主要 问题 ， 其 一 是 给 定 一 个 分 形 E, 
要 寻找 一 个 以 为 吸引 子 的 IFS, 至 少 使 找到 的 IFS 的 吸引 子 非 
常 接近 E， 在 许多 情况 下 , 包括 许多 熟悉 的 自 相 似 集 , 含有 较 少 
的 压缩 变换 的 适当 的 IFS 可 以 通过 观察 写 出 ,如 例 (2.24) 中 的 三 
“分 康 托 集 一 样 。 在 这 样 的 例子 中 IFS 提供 了 一 个 非常 有 效 的 描 
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绘 集合 或 对 集合 进行 “编码 ”的 方法 。 它 引出 了 更 一 RATER 
压缩 问题 WO fof FR A SCTE LB HR SEDI OR FR 7 EE E 定 
的 集合 或 图 像 , 见 FG 的 9.5 7. 
反 过 来 的 问题 是 重 构 给 定 的 IFS 的 吸引 子 E, 这 在 计算 上 非 
常 容易 。 这 是 由 于 , 由 达 代 式 (2.29), 对 每 个 4e $， 


d(F*(A), E) <(max r)'d(A,E) . (230) 


因此 (4) 以 几何 速度 收敛 于 EE， 故 对 合适 i heii th F'(A)= 
U Fy. Fj, 09 F, (A) AE, RART A HE EN 
是 对 所 有 上 项 序 EIC ii), Le (1,2,-m} AOA T, WRAY). 
有 时 称 这 些 集合 FA 为 关于 瑟 的 先 分 形 ,例如 见 图 2.4 和 
2.5, 一 个 可 供 选择 但 常常 是 有 效 的 重 构 E 的 方法 是 取 任 
意 初始 点 X ， MA REUE A SERERE (F, FRE 选择 一 
NESIE,» Fy Mast ; g 

A MRO) kaye 2. 31) 
定义 的 AIBA ee k AR BY EHH EE E, 而 且 还 随机 地 在 E 
上 分 布 ， 辟 如 从 k=100 开始 的 序列 (x) 的 图 可 以 给 出 E 的 一 个 
良好 的 近似 . 在 某 些 例子 中 , 通过 加 权 选 择 已 的 概率 可 以 得 到 更 好 的 

结果 。 取 “迭代 函数 系 ? 这 个 名 称 的 原因 明显 地 是 从 这 些 重建 过 程 
来 的 . 

IFS 提供 了 对 吸引 子 E 和 EE 的 先 分 形 的 组 成 部 分 进行 编码 的 
一 个 自然 的 方法 , 利用 类 似 的 方法 , 则 三 分 康 托 集 中 的 点 可 以 用 
仅 包含 数字 0 和 2 的 3 进 小 数 展开 式 来 表示 。 设 {Ff,…,F,} 是 吸 
引子 为 E 的 1FS, Xt k= 051,25, 定义 为 所 有 从 {1,2,… vm) E 
选择 的 上 - 项 整数 序列 集 , 即 

i 1 = {lii z 1SiSm}; 、 (2.32) 
把 1 看 作 仅 包含 空 集 的 序列 ， 党 把 的 序列 简写 为 
i= (ii BE i,) | (2.33) 
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记 所 有 这 样 的 有 限 序 列 的 集合 为 


[= U I, | (2.34) 


而 1, 为 无 穷 序 列 组 成 的 相应 的 集 ， 
I. = (ii LC): 


E, B 
E 2.4 j Sierpinski 三 角形 构造 中 的 先 分 形 的 通常 序列 , 满足 E, =F*(A), 
这 里 4 是 一 个 等 边 三 角形 
用 i,j 记 4 和 jj 前 后 相连 的 序列 是 方便 的 特别 如 果 t= (ii), 
W iis (iei D. 


AES ARENT ER i, F(A)CA, W F(A)EA. MRC 28) 
可 知 ,E E TERREI , 


FA)= U F, oo F(A) (2.36) 
其 中 的 并 是 对 (i,…,i) EL MM. WA, XE E G, i), 
RooR (A) & Fo 0 F, (A), A IFO oF, (A)| < y, 


|F, oeo F, AN FRAMES (isiat) 61, 4k > OR, 
|F 9 of (A)\--0, 8 


<i,<m)} (2.35) 
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2.5 ”一 个 由 三 个 仿 射 变换 {F,F,F,} 组 成 的 IFS, 在 (a) 中 它们 以 明显 
的 方式 将 正方 形 4 映射 成 把 形 ，(b) 显示 了 先 分 形 F*(4) 收敛 到 E 
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Xi ig = 站 Fo..0oF.(A) (2.37) 

为 这 个 递减 集合 序列 交集 的 单 点 。 由 于 巨 的 每 个 点 都 至 少 在 一 
个 这 样 的 序列 (i,i,…) EL, 的 交集 里 -, 故 

E= U ioe } (2.38) 


可 以 断言 Mi) EL，E 可 由 典 套 状 集合 F,o…oF, (4) 构 造 出 
来 , 见 图 2.6, 这 类 似 于 通常 的 三 分 康 托 集 的 构造 ， 
这 种 组 成 部 分 Fo…oF, (A) 和 点 x,,,,.. 的 编码 在 IFS 的 吸引 
子 的 分 析 中 确实 是 非常 有 用 的 。 为 方便 起 见 X i= (iei) el 
和 AcX, 记 | | 
| A= Ana = F077 OF (A). (2.39) 


Fi) 


图 2.6- BRERA. ERAF, 和 F SHI I ABR 
REIR F(A) 和 F(A), 集合 已 (4) = U Fo…oF (ABE! 
IFS 的 吸引 子 E 


在 最 简单 的 情形 , 集合 .F,(4),…,F.(4) 可 以 是 互 不 相交 的 ， 
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在 这 种 情况 , 式 (2.36) 的 并 是 不 交 的 , 且 E 的 每 个 点 有 一 个 如 
xu 的 唯一 表示 。 事实 上 ,如果 这 种 情况 发 生 , 那么 由 于 对 任意 
满足 F(4)c4 的 4, Ec 4 成 立 , 故 Fi(E),…F,(E) 是 互 不 相交 
的 。 当 并 E= =U-P(E} 是 不 交 的 ， 就 称 IFS {F,,--,F} 满足 强 分 
BRI. ERRAR IFS(2.24) RHE IFS 属于 这 种 情形 ， € 
们 都 具 存 完全 不 连通 的 充 引子 . 然而 强 分 离 条 件 对 许多 想 要 达到 
的 目的 来 说 是 太 强 了 , 因而 常常 只 在 弱 分 离 条 件 下 研究 问题 。 称 
IFS {Fp 满足 开 集 条 和 件 (OSCj, 如 果 存 在 一 个 非 空 有 界 开 集 
UcX, 使 
U F(U)EU (2.40) 
H UÑ, F(U) ERI 对 像 von Koch 曲线 , OL 2.7, 和 
Sierpinski 垫 这 样 的 集合 , 容易 验证 OSC 成 立 ， . 
在 特别 好 的 情形 ， 当 F(X)…,F,(X) 互 不 相交 时 ,可 以 定义 
f: UT T (X) > XA 
f(x) = F(x) Axe F(x) © (2.41) 
(如 果 F(X ) 不 是 互 不 相交 的 ， 但 强 分 离 条 件 成 立 那么 这 种 情况 相当 
于 用 一 个 适宜 的 子 集 甚至 可 以 是 EE 本身 替代 XX,) 对 某 些 目的 , 研 
究 单个 映射 比 m 个 映射 F 要 更 方便 一 些 , 在 第 3 和 第 4 章 就 
BREAK AIRE. FIE ESS (E)=f CE) 的 意义 下 限 引 
FEX f 是 不 变 的 : | 
“有 许多 类 型 的 IFS 特别 令 人 感 兴趣 。 如 果 {F,,…F} 是 相似 
变换 ,吸引 子 E 称 为 自 相似 的 ;如果 它 们 是 仿 射 变换 ,E 称 为 自 
仿 射 的 ;如 果 它 们 是 保 形 变换 ( 即 对 任意 二 和 任意 xe X 导数 
F(x) 是 相似 的 ),: 那 么 E RW 8 RAG BY: OLE 0.1 和 0.2 的 一 些 
例子 . 在 第 4 章 将 看 到 与 某 些 动力 系统 相 联系 的 “cookiecutter” 
集 是 怎样 等 同 于 IFS 的 吸引 子 的 . 
在 计算 IFS 的 吸引 子 的 维 数 方面 已 经 付出 了 巨大 的 努力 ,各 
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图 2.7 对 von Koch 曲线 的 开 集 条 件 . 开 集 U 是 边界 三 角形 的 内 部 ， 
且 与 F,…,F, 显然 是 相似 的 ， 


种 各 样 的 估计 已 在 FG 的 第 9 章 中 给 出 ,其它 此 将 在 本 书 中 得 
H, 这 里 要 回顾 一 下 有 关 自 相似 集 的 维 数 公式 , 这 也 许 是 一 个 最 
重要 的 结果 . 


定理 2.7 


设 E 是 一 族 相似 变换 {F,,…,F.} 的 吸引 子 ,这 里 所 有 相似 比 
+, 如果 满足 开 集 条 件 (2.40), W dim, E =dim, E =dim E =dim,E 
=s; HOt HE), P(E)< %, 其 中 s 是 下 式 的 唯一 正 数 解 。 

1 (2.42) 


证 明 这 个 定理 的 标准 证 明 在 FG 的 定理 9.3 中 给 出 ; 一 个 可 供 
选择 的 处 理 方法 , 请 参见 本 书后 面 的 例子 3.3. 口 


”由 定理 2.7 可 以 立即 得 出 ,例如 ,von Koch HAM (SAR 

斯 道夫 ) 维 数 是 log4/log3, Sierpinski 444948 AE log8/iog3, 这 
些 集合 均 满 足 OSG: 当然 , 定理 2.7 特别 对 满足 强 分 离 条 件 的 系 
统 成 立 ; 由 此 给 出 了 三 分 康 托 集 的 维 数 为 1og2j1log3， | 

TE TC ER LA BY SB] ATED” AERA SIF bad BR 

不 变 测 度 的 定义 .: 设 {FF EX CR EAI IFS, ppn 
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是 概率 ,对 任意 i, O<p,<1, HY" p,=1, 这 样 一 个 系统 称 为 概率 
先 代 函数 系 。 至 少 在 强 分 离 情形 下 , 不 难看 出 它 是 如 何在 5 上 导 
出 一 个 测度 的 ， 这 里 集合 F (E), F (E) 是 不 交 的 , 所 以 对 任意 
iE], ETA Ei,’ En 也 是 不 交 的 。 可 以 通过 按 比例 
Pii PU oP, SEDI EE — —REK RSA bie M 
出 测度 H, W | 
HE, ig) = P,P P, (2.43) 
用 通常 的 方法 可 以 将 它 扩张 成 支撑 为 E 的 波 雷 尔 测度 , 见 1.3 
P. 下 面 的 结果 保证 了 在 一 般 情形 下 , 这 种 测度 的 存在 性 . 
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设 全 ,…,F,} 是 XcR" 上 与 概率 {p,,…,p,} ARER E 
数 系 ， EEEE a BORE HOO = 1), 对 任意 波 
ERE AR 


" U(A)= > Da, (A)) | (2.44) 
目 对 任意 连续 的 X—>R 


focraaoo= ¥ p [ocean (2.45) 


WEL spth=E, ELE IFS{F: 1<i<m, p,#0} 的 吸引 子 ， 如 
满足 强 分 离 条 件 , 则 式 (2.43) RY. 

证 明 证 明 这 个 定理 的 最 简单 方法 是 利用 压缩 映射 定理 ， 设 
JM 是 X 上 有 有 界 支撑 的 波 雷 尔 概率 测度 族 。 赋 予 M 上 的 路 


离 为 
- foao 


这 里 Lip g 是 g 的 李 卜 希 兹 常数, 见 式 (1. 1). 容易 验证 d 是 M 上 
的 距离 , 也 容易 证 明 d 是 完备 距离 。 定 义 上 映射 : M-> M, 对 任 


do, ,D,) = -wl Lipg<!| (2.46) 
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VOXAD=Ë p oF A) (2.47) 


这 意味 着 对 每 个 可 测 函 数 g X— A, 
|oavw=$,[c oF )do (2.48) 
为 了 看 清 少 是 M 上 的 压缩 ,注意 到 对 任意 i Lip(r-'(g oF))<1 


d(W(v,),¥(v,)) = | [oad — |gdY(v,)| : Lip gs | 


MA furs- fooro) 


P, <Èpsup{| hioo rode - [oor A, 


Spurl 


r,'(g oF javio F dv, 
<Š prsu 
i=] 


|m T foao, 
< mard (0,,D,) 


其 中 zr F ra 如 式 (2.22) AK (2.23) 中 的 一 样 。 于 是 由 是 
M 上 的 压缩 ， 故 由 压缩 上 映射 定理 知 存 在 唯一 的 4 eM , 满足 
WV(A)=4, 即 满足 式 (2.44) 和 式 (2.45)。 
由 式 (2.44) 知 sptA= U F(spt 1), 这 里 是 对 所 有 满足 pz0 
BY i KF, 故 spt Æ IFS{F; 1<i<m, p, 0} 的 唯一 非 空 紧 吸 
IF 最 后 ,如 果 强 分 离 条 件 成 立 ,那么 在 式 (2.44) PR 4 为 
E,- 即 得 HE， Wd pu(E,..,), 所 以 再 肥 复 交代 可 以 得 出 式 
(2. 43). CJ 


Lipg<i} 


its 


‘Lipg<i| 


i TON 


:Lipg< | 


'Lipg<1} 
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满足 式 (2.44) 的 概率 测度 人 称 为 关于 这 个 概率 IFS 的 不 变 测 
Be 可 以 看 出 , 强 分 离 情形 , 在 对 任意 波 雷 尔 集 A, MCA (A) = 44) 
的 意义 下 ,上 对 由 式 (2.41) 定义 的 映射 S 是 不 变 的 。 


£ t 
d. E.. 
d £:. bea - ， 
i & 


L, 4 . 
sée Ér 
£ my . ae 
t. 


i, fi bf hié 


2.8 一 个 支撑 在 Sierpinski 三 角形 上 的 自 相 似 测度 ( 测度 的 密度 由 点 
的 玻 密 程度 显示 )。 其 中 p,=0.8, p,=0.05, p,=0.15 


关于 构造 不 变 测度 u, 有 一 个 随机 算法 、 设 (i,,i,,…) 是 随机 序 
aN ,以 概率 p, 使 i=i, 且 对 每 个 j 相互 独立 ， 固定 xs spte, 对 
任意 波 雷 尔 集 4 定义 


(4)=lim 一 HR Sk, BB FLOOR EA} (2.49) 


那么 对 清风 乎 所 有 的 x, H(A)= H(A), 见 练习 2.10。 于 是 ,在 按 
概率 p, 选择 F, 的 一 个 随机 映射 序列 对 x 的 选 代 产生 的 点 集中 ， 
位 于 集合 A 内 的 这 代 点 所 占 的 比例 近似 于 HA, 这 个 性 质 对 不 变 
测度 的 计算 研究 非常 有 用 。 

筑 些 类 型 的 不 变 测度 特别 令 人 感 兴趣 .由 一 族 相 似 变换 
{F,,…,F.} 得 到 的 测度 k 称 为 自 相 似 测度 ， 例 如 ， 取 F, 和 FF, 如 
ROA, LS p,=p,= 上 ,可 以 得 到 " 康 首 测度 ” 它 均匀 地 分 
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在 三 分 康 托 集 上 .又 如 Sierpinski 三 角形 上 的 例子 , 见 图 2.8. 
同样 , 由 一 族 仿 射 变换 得 到 的 测度 称 为 自 仿 射 测度 。 
2.3 注 记 与 参考 文献 | 

关于 维 数 . 密度 和 可 求 长 性 方面 的 材料 可 以 在 FG 的 第 2 一 5 
章 找到 , 较 完 整 的 讨论 可 见 Falconer(1985) 和 Mattila(1995a) 的 
书 。 测 度 的 局 部 维 数 特性 的 详细 处 理 , 命题 2.2 一 2.4, 由 Cutler 
(1986,1995) 给 出 。 有 趣 的 是 , 在 Tricot(1982) 提出 填充 测度 的 
许多 年 前 , 豪 斯 道夫 (1919) 就 引进 了 和 冠 以 他 名 字 的 测度 ， 

尽管 IFS 的 许多 理论 是 由 Moran(1946) 给 出 的 ,但 用 IFS 
描述 集合 的 思想 却 来 自 于 Hutchinson(1981)。 关于 IFS 的 更 详 
细 的 讨论 可 以 看 FG 的 第 9 章 ，Barnsley ( 1988 ) ，Barnsley 和 Demko 
(1985) 和 Edgar(1990) 的 论著 。 关 于 由 某 类 IFS 描述 的 集合 的 维 
数 有 相当 多 的 文献 。 许 多 关于 自 相似 集 的 结果 可 以 在 这 些 参 考 文 
献 中 找到 ,关于 自 仿 射 集 可 看 Bedford 和 Urbanski (1990), Falconer 
(1988,1992) 和 Hueter 和 Lalley(1995) 的 文章 。 


练 习 


2.1 验证 维 数 不 等 式 (2.14)。 

2.2 EFF} 是 由 满足 开 集 条 件 的 相似 变换 构成 的 JES, 且 
具有 维 数 为 5 的 吸引 子 E. 证 明 如 果 iA), WHF, (E)N F(E) 
=0, 

2.3 求 信 合 {(11P ， 1/4): pqe Zor ee ee ee ya 

24 HEREJE, 用 命题 ?2 求 出 H'(E) 和 P' (E) 4% 
计 值 ,这 里 s=log2/log3. 

2.5 @AFERD(EDRxHK ER HK, AEE ce 民 ， 
(x: D‘(E,x)<c} 是 波 雷 尔 集 、 证 明 对 上 密度 结论 也 正确 。 

2.6 验证 密度 映射 性 质 (2.19)。 
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2.7 MRO <i <> , EF, FR>R h F(X)=4x, F,(x) 
=L x+ SO REF) 的 吸引 子 以 及 求 出 它 的 带 基 
道夫 和 人 金 维 数 的 表达 式 。 

2.8 求 出 由 图 0.2 描述 的 分 形 的 IFS, 然后 求 它 们 的 过 斯 道夫 和 
BHR OY RGR A, | 

2.9 验证 式 (2.25) p X (2.46) 定义 的 是 距离 。 

2.10 证 明 由 式 (2.49) 给 出 的 随机 测度 H, 当 spth 满足 强 分 离 条 
件 时 ,对 J- 几乎 所 有 的 x 等 于 不 变 测度 URRY 
f:spth—> spth, 由 式 (2.4H 给 出 , 4 S iin) = Xen) 

2.11 验证 如 采 巨 是 满足 强 分 离 条 件 的 IFS 的 吸引 子 ,那么 存在 
数 0<c,c,<%, 对 任意 XEE 和 O<r<l, 满足 cr'< 
H'(EN B(x,r) Scr’ 推广 这 个 结果 到 IFS 满足 开 集 条 
件 的 情形 .( 提示 : FRASREP, AL AAEN B(x) 
的 巨 的 相似 集合 。) 
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正如 我 们 所 见 到 的 ,有 许多 定义 “分 形 维 数 ”的 方法 。 由 于 
豪 斯 道夫 维 数 是 以 测度 为 基础 的 ,所 以 特别 适合 于 发 展 一 般 的 数学 
理论 ， 另 一 方面 , 计 念 维 数 在 应 用 上 常常 更 容易 计算 或 估计 ， 许 
多 其 它 维 数 的 定义 仅仅 适用 于 特别 类 型 的 集合 , 如 曲线 。 分形 的 
许多 熟悉 的 例子 , 包括 如 von Koch 曲线 那样 的 自 相似 集 ,具有 
相同 的 豪 斯 道夫 . FALL BER. 然而 , 其 它 的 分 形 , 如 自 仿 身 
R, 它 的 豪 斯 道夫 维 数 可 能 严格 小 于 它 的 盒 维 数 ， 

由 于 已 提出 的 几乎 所 有 维 数 定义 得 出 的 维 数值 都 介 于 豪 斯 道 
夫 维 数 和 上 盒 维 数 之 间 , 这 两 种 维 数 也 许 使 人 感到 特殊 的 兴趣 . 
特别 有 用 的 是 , 如 果 能 够 知道 一 个 集合 的 豪 斯 道夫 和 上 盒 维 数 相 
等 ,这 时 中 间 的 定义 也 取 这 个 值 。 在 3.1 节 中 给 出 了 有 关 集 合 的 
“近似 自 相似 "条 件 , 在 这 些 条 件 下 保证 了 上 述 的 维 数 相等 , 并 且 
能 对 维 数 进行 直接 的 计算 .在 3.2 节 中 则 通过 补 集 的 几何 性 质 得 
到 了 集合 的 盒 维 数 的 表达 式 ,并 由 此 导出 了 下 .上 盒 维 数 相等 的 
判别 准则 。 这 些 技巧 给 在 FG 中 讨论 的 维 数 计算 补充 了 更 直接 的 
途径 . 


3.1 fa BR 
求 一 个 集合 的 察 斯 道夫 维 数 的 通常 方法 是 ,对 s>0 计 算 s- 
维 之 斯 道夫 测度 HCE) 并 找 出 使 测度 值 从 无 穷 跳 到 0 的 s È. 
这 样 的 计算 以 及 关于 盒 维 数 的 相应 计算 可 能 是 相当 复杂 的 。 本 节 
讨论 一 种 不 同 的 途径 , 给 出 了 不 用 先 计 算 s, 而 保证 0< H (E) 3 
H(E)<O 的 集合 E 上 的 几何 条 件 , 其 中 s= dimaE。 利 用 这 点 
通常 容易 求 出 s.( 例如 ,确定 了 三 分 康 托 集 在 维 数值 处 有 正 的 有 
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限 之 斯 道夫 测度 , MUA See RWE HATERA A ER CK 
察 斯 道夫 维 数 是 log2/log3。) 这 一 节 中 还 给 出 了 保证 dim,E= 
dim E =dim E 的 类 似 的 条 件 。 
使 我 们 可 以 不 用 直接 计算 而 得 到 关于 维 数 结论 的 定理 称 为 隐 
含 定理 。 这 里 证 明了 两 个 这 样 的 定理 ,它们 可 以 应 用 到 满足 下 述 
条 件 的 集合 上 : 即 集合 的 较 小 的 部 分 与 较 大 的 部 分 “近似 相似 ”。 
在 这 个 意义 下 , 可 以 通过 李 卜 希 效 函数 确切 地 表述 。 定理 3.1 能 
够 应 用 到 这 样 的 集合 E 它 的 每 个 小 邻 域 能 够 在 李 卜 希 兹 映射 下 
”映射 到 EE 的 一 个 较 大 的 部 分 , 其 中 李 卜 希 兹 常数 由 邻 域 的 大 小 所 
确定 , 见 图 3.1。 


定理 3.1 
设 E 是 名 的 非 空 紧 子 集 , a>0 Mr >0. 假设 对 每 个 与 E 
相交 且 满 足 1U|<r, 的 集 U, 存在 映射 g:E 站 U 一 EE 满 足 | 
— alUl'|x-yiSlg)-gQ)l (xy EE N V) (3.1) 
那么 如 果 记 s=dim,E, M H (E) >a >0, H dim,E=dim,E =s. 
证 明 只 要 证 明 对 任意 d>0, 如 果 HE) <a‘, 则 dim,E<d 就 足 
够 了 ,因为 由 式 (2.14), dim,E<d RE. BHR d 任意 地 接近 
dim, E, 这 意味 着 dim,E<dim,£, PASS Ri. _ 
因果 3 人 (E) <a IE ERA <minf a, 的 入 
"Un 满足 Ec UTU, UI <a’. h FE aE 
aa 为 开 集 , ted Ee R E RITETE AR E RE. ) Mt 
接近 d, 可 以 找到 0<t<d, 满足 


a Siri (3.2) 
由 假设 存在 9， EN U > E(i=1,2,…,m), 满足 


x= yi Sa Ulge OA (ye ENU) 683) 
定义 在 适当 的 域 上 的 这 些 函 数 的 逆 {g7',…,g;'), A RIE RRL 
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RO. R= (Gi): 1&i<m} 是 由 整数 {1,2,… om} 组 成 的 
k- 项 序列 的 集合 , 又 设 1= Vil. MER i =A, iE I 
定义 
Uia = 91, O Colg EED. 
注意 这 些 集合 也 许 有 些 是 空 的 ,这 是 由 于 如 果 4f gEN U) 
= 名, WA g'(A)=&, 但 对 每 个 类 仍然 有 ECU., U,. X} 
x,y EU ,重复 应 用 式 (3.3), 则 
|x= y| Sa" |U, lIU, llg.o%og, (x) - 910° 89, WI 
特别 
IU -a la IU lU IE] 


图 3.1 满足 定理 3.1 条 件 的 集合 E， ME 的 小 邻 域 
到 FE 上 的 映射 , 满足 式 (3.1) 


设 P= amin, cel UI. 给 定 r<|El, 对 任意 xeE 存在 
i = (i,e, i )E 1 满足 xeU, 和 和 brSa“*|U, |---|, El <r. 因此 ， 
用 NC) 表示 直径 最 大 为 r 且 能 覆盖 的 集合 的 最 少 个 数 , 利用 
式 (3.2) 则 有 
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N(r)<#{ iE I: br<a™U, le }U, IER 


<E raU, IU, IED 


<{El'b-'r™ La“ ZU 1U 


+ m k 
=JEfb (eS ur) | 


k=0 


Scr ' 


对 合适 的 c, < oo 成 立 .由 式 (2.2) 得 dim, E<t<d, EHHE. O 


前 面 定理 的 假设 涉及 到 从 集合 的 小 邻 域 到 它 的 较 大 部 分 的 映 
射 。 下 一 个 定理 是 它 的 补充 , 要 求 所 有 小 邻 域 包括 了 整个 集合 的 


“不 太 压 缩 ” 的 象 点 , 见 图 3.2. 


图 3.2 ”满足 定理 3.2 条 件 的 集合 E,，E 到 小 球 的 映射 满足 式 (3.4) 
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定理 3.2 


设 E 是 R" 的 非 空 紧 子 集 , a>0，r,>0。 假 设 对 每 个 中 心 
在 E 内 ,半径 r<r, 的 闭 球 B 都 存在 映射 g :E 一 E N B, 满 足 
ar|x—ylS|g(x)-gQ)| (x,yE E) (3.4) 
那么 如 果 记 s=dim, E, W H (E) 和 4a <0, H dim,E = 
dim,E=s, 
证 明 为 了 证 明 结 论 ,用 NO 表示 半径 为 中 心 在 E 内 的 不 交 闭 
球 的 最 大 个 数 。 下面 假设 存在 r <min{a ', r}, fE 


N(r)>a‘r' (3.3) 
并 由 此 来 引出 矛盾 。 给 定式 (3.5), 则 存在 上 >s 使 
m =WN(r)>a'r-'; (3.6) 


于 是 存在 半径 为 r 中 心 在 E 内 的 不 交 球 族 PP 
由 假设 存在 映射 9 :E 一 EE 门 B(1<i<m) 满足 
ar|x— yl S|9,(x%)— g,(y)| (3.7) 
本 质 上 ，{g,,…,g,} 是 以 E 的 某 个 子 集 为 吸引 子 的 IFS( 不 必 是 压 
缩 的 )， 可 以 用 常规 的 方法 找 出 这 个 吸引 子 的 维 数 下 界 从 而 也 
Æ E PERTRA. 
有 d= min, dist(B, B) >0, 利用 式 (3.7) (q-1) 次 ， Hea 
， 即 有 
dist(g, ,0° Og, Œ) 10°29), (E)) > (ar) dist(B. B) 
> (ar)id (3.8) 
其 中 4 是 满足 i j, 的 最 小 整数 . 设 上 是 已 上 的 由 重复 分 配 ( 见 
式 (1.19)) 定义 的 测度 ,对 任意 (i,…,i,) 满足 UE, og, (E) =m, 
设 U 是 "的 与 E 相 交 且 |U|<d 的 任意 子 集 ,上 是 使 
(ar)**'d S|U| <(ar)'d (3.9) 
的 最 小 整数 ,由 式 (3.8)U 最 多 与 一 个 上 项 序列 (i,…i) 的 go.…og(E) 
相交 , 故 由 式 (3.6) 和 式 (3.9) 
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H(U)<Sm-* <(ar)" < (dar) '|U| 
由 质量 分 布 原 理 ( 命 题 2.1 EN dim, EF t>s. 

由 此 可 以 断定 如 果 dimiE=s， 则 对 任意 充分 小 的 
NE<a-。 这 意味 着 dim,E 和 s， 故 由 式 (2.14) 即 得 等 号 成 
立 。 进 一 步 , 通过 利用 二 倍 半径 的 球 , 下 能 够 被 半径 为 2 的 NO) 
个 球 覆 盖 ( 否则 , 半径 为 7 PLE ERNO 个 不 交 球 不 是 最 大 
族 )。 因 此 由 Hi (£E) Sar (Ary =4:a @ H ES 4a O 


定理 3.2 的 假设 也 蕴涵 着 P'(E) < %, 见 练习 3.2. 

用 三 分 康 托 集 可 以 非常 简单 地 说 明 如 何 应 用 这 些 定 理 。 如 果 
U 与 E 相交 且 对 ke Z*, 3 和 IUI<3 一， 那么 存在 相似 比 为 3° 
AYA U NED EDA BAUER, 故 式 (3.1) 成 并 ,此 时 
a=—. 类 似 地 , 如 果 B 是 中 心 在 E AIRED 2r 的 区 间 (一 维 
RR), QE rE Sr ; 则 存在 一 个 相似 比 为 3* 的 从 E 到 
E N B 的 相似 变换 ,给 出 a= + 的 式 (3.4)。 由 定理 3.1 和 3.2 
WLR , 4 s=dim,E£ Hf, dim,E=dim,E =s H0 <H (E)< ©, 
id E, 和 E, 为 康 托 集 的 左边 和 右边 “部 分 ”, h REREN 
比例 性 质 (2.13), 见 图 2.3, 可 以 得 到 

HE)= HE, + HE) =3 "H (E) +3 HE) 

于 是 1=2% 375, 立即 得 出 了 三 分 康 托 集 的 维 数 s=log2/log3. 

下 一 个 例子 把 上 述 论证 推广 到 更 一 般 的 自 相 似 集 上 ， 提供 了 
在 强 分 离 条 件 下 定理 2.6 的 一 个 可 供 选择 的 证 明 . 


#33 (BAUME) 

设 E 是 由 相似 变换 族 {F,…F,} 构成 的 IFS 定义 的 自 相似 集 ， 
这 里 的 相似 比 是 x, 且 0<r<1, 如 果 dimnE=s, 则 90(E)<o 
目 dim,E=dimsE=s。 进 一 步 , m $ {F (E) 是 个 交集 ， 则 
0<H‘(E) Hs iz > r=. 
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证 明 rain = MIN, cinte WEXE EM r<|El, NEB k 存在 (不 
一 是 是 一 ) 满 中 xE Fo…oF, (E) 的 序列 (i,i,,…)。 选择 ,使 
Print Cra r EIS r. ABA Fo oF, :天 -正门 B(x,r) 是 相似 比 至 
少 为 Panl EI 7 的 相似 变换 ,所 以 由 定理 3.2 印 得 维 数 的 等 式 及 
HE, 

现在 假设 min,, dist(F (E), F(E))=d>0, I AMR G Sh) 
(ii) 不 等 , 则 有 dist(F,°---OF, (E), Fo ‘OF (E))2r,-"r, d, 
wR U 与 E 相 交 且 |U|<d, xE EN U, FUARAG, =i), 使 
xE FooF, (E) & drover, <IUI<dr,…r,_. 于 是 U 对 任意 
Cin ADF Cio DA Fo'…oF (EVR AR EQ UC 
Fo…oF(E). 因 此 (Fo0…oF,)"!:E 们 U->E 是 一 个 具有 相似 比 
(7) 之 diU17! 的 相似 变换 , 由 定理 3.1 又 一 次 得 出 0< H (E) 
RAT 维 数 的 等 式 。 

最 后 ,在 不 相交 情形 ， 由 豪 斯 道夫 测度 的 比例 性 质 (2 13), X 


AYR HE) È, HFE} r: HE; BF 0 <H(E) <0, 
即 得 1 = yr 这 里 s=dim,E, C | 


事实 上 如 果 {P，…EF。} 满足 开 集 条 件 , 则 结论 0< H(E) 是 . 
成 立 的 ， 这 可 由 定理 3.1 的 加 强 形 式 用 类 似 的 方法 推出 , 见 练 
J 3.3, 

注意 对 自 相 似 集 E, 不 需要 IFS 上 的 任何 分 离 条 件 就 有 
dim„E = dim,E=dim,E 和 H'(E)< o, 甚至 当 集 合 {FE (BE)} 实 
质 性 地 充 分 相交 .上 述 结果 仍 成 立 , 而 此 时 维 数 严 格 地 小 
于 Èr = 1 的 解 . 

对 上 面 证 明 进 行 平凡 的 修改 就 使 隐 全 定理 可 以 应 应 用 到 目 相似 
集 的 许多 子 集 上 。 在 下 面 的 系 中 , 式 (3.10) 的 集 4 称 为 上 自 相 似 
的 ,而 式 (3.11) 的 集 4 则 称 为 下 自 相 似 的 ， 见 图 3.3. 


üb Gü 2 88 

aA 84 àù AA a4 AD fh 44 

LA BOAOBAMA 
da bt és an ah AA a4 46 
4544 66484 4468 0444, 


图 3. 3 基于 Sierpinski 三 角形 的 下 SABRE AF 0) 及 
EB 相似 集 的 例子 (b) 


S 24 (keine; ete) 


BF oF) EDL EIST FA, 
(a) 如 果 4 是 满足 
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A> U F(A) (3.10) 
的 E 的 非 空 紧 子 集 , A dim, A= =s, Ñ] dim,A =dim,A =s, 并 且 
Hi(A)< ©, 
O) 如 果 4 是 满足 i 

Ac U FA) = 64D 


的 非 空 紧 集 , 且 dim, A =s, WREE RA (F(E). 是 不 交 的 , 则 
dim,A =dim,A =s H H(A)>0., Eas 
证 明 @)WRXEACE, Ar EI), ER 3.3 的 证 明 中 定义 的 
上 映射 Fo…oF, : 4 一 4 N Bar) 的 限制 满足 定理 3.2 的 条 件 ， 
即 得 结论 ， 

(b) 条 件 (3.11) 蕴涵 着 4cE( 见 式 2.28), 于 是 如 果 UB A 
”相交 且 直 径 充 分 小 的 集合 , 由 系 3.3 中 证 明知 ,映射 (F,0…oF,)” 
的 限制 : 4 门 U 一 .4 满足 定理 3.1 的 条 件 , 即 得 结论 . 口 


推广 了 自 相 似 集 的 有 向 图 集 ,给 出 了 另 一 个 例子 。 设 Y 是 标 
号 为 {1,2,…,q} 的 “顶点 " 集 , 于 是 * 有 向 边 "的 集合 , 它 的 每 条 边 开 
始 和 结束 都 在 顶点 ,所 以 (Y,£) 是 一 个 有 向 图 , 一 对 顶点 可 能 由 几 
条 边 联 结 , 同样 允许 边 的 起 点 和 终点 在 同一 个 顶点 , 记 E ,是 从 顶 
RAL BW j 的 边 的 集合 ,FE 是 k 条 边 序列 (e1,e,…,e,) 的 集合 ， 
这 上 条 边 从 顶点 i 到 顶点 j 形 成 一 条 有 向 路 径 。 假设 可 传递 条 件 
RAL , 即 存在 正 整 数 po ,使 对 任意 i, j 存在 满足 1<p <p, 的 整 
A p, E E 是非 空 的 ,也 就 是 在 图 中 存在 联结 每 对 顶点 的 道路 . 

对 每 条 边 ee Fit FR" R" 是 相似 比 为 +, 的 相似 压缩 变换 ， 
其 中 0<r<!1 ' 则 存在 唯一 的 非 空 紧 集 族 E, E, 使 


E,= UUF | (3.12) 


j=l eéF; | 


(这 个 结论 的 证 明 类 似 于 定理 2.6 中 对 常规 的 IFS 的 证 明 ， 见 练 
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习 3.6). RRIF: ee) 称 为 有 向 图 迭代 函数 系 ,集合 
{E,,*°,E,} AA OB RA. 由 式 (3.12) 的 迭代 , 可 见 


E= U U _ F,0--oF,(E) (3.13) 


j=l (ee ) EES) 


设 式 (3.12) 中 的 并 对 所 有 i 是 不 交 的 , 这 个 分 离 条 件 也 许 比 开 集 
条 件 放松 。 


y 
w vw 
>a uv ww 区 
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wf d 
Pe `A 
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>” » v 
y , 
E ve P 
1 4 E, 4 


ee 
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3.4 一 对 用 相似 比 标记 的 广内 BD 是 由 自己 旋转 90° 的 比例 
为 二 > HRES E, 的 比例 为 二 2 的 编 影 组 成 ， 而 E: 由 自己 旋转 
90° 的 比例 为 地 ”的 编 影 与 E， 的 比例 为 上 的 缩影 组 成 


通过 与 第 (1) 通路 
ApS rT | (3.14) 


ect ij 


相对 应 的 9 X q 矩阵 AO, > 将 求 出 有 向 区 图 集 的 维 数 . 记 P(A) A” 
的 最 大 的 特征 值 (绝对 值 ) , 它 必定 是 实数 , 事实 上 p( AM ) = 
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M,- o I( A)T, CEAO 的 谱 半 径 。 可 以 证 明 ( 见 练习 
a P(AYV RF s 是 严格 递减 的 , 故 存 在 唯一 正 数 s 满足 P(A”) 
=1。 一旦 确定 了 (在 系 3.5 中 ) 对 任意 i 0< 7H(E)<% 的 这 个 
容易 导出 的 事实 , 即 知 这 个 s 值 实际 上 是 每 个 E 的 维 数 ， 
在 图 3.4 展示 了 一 对 有 向 图 E,,E,。 在 这 种 情况 下 ， 


‘(03 (z |) 
is) (3) | 
容易 验证 (A) = 1, 故 由 系 3.5 知 对 ji= 1,2, dim,E=dim,E=1. 


下 面 的 关于 有 向 图 集 的 分 析 与 在 系 3.3 中 对 自 相 似 集 的 讨论 
RA. 


系 3.5 (有 向 图 集 ) 


WE, E, 是 如 上 叙述 的 有 向 图 集 族 , 则 存在 一 个 数 s, 对 所 
有 i=1,…,g， WE dim E =dims£E,= dim, E, =s X 0<H(E)<%, 
As WE P(A) = 的 唯一 正 数 , 这 里 A 由 式 (3.14) 定义， 
证 明 可 传递 条 件 的 推论 是 对 每 一 对 i,j (1<i,j<m), 及 
te， en) EDFA p Spo FERWER . | 

| F,0--0F,,: E> E, (3.15) 

特别 , 由 此 可 以 推出 对 所 有 i,j, dim, aE, >dim, E, BFE TEs, 
对 任意 i 满足 dim, 已 = =$, 

B Taia = mineez I, exer 4 和 r<JE], 由 式 (3.13) 存在 整 
数 / 和 一 个 边 序列 (e … 5eJ EZo 满足 x EF, oF (E). I% k 
使 Paal El Tara Ta <r EF RE. 由 式 (3.15) 可 以 找到 . 
(le ; sie) EE, 这 里 P po, fE xe F,0°OF., ,(E)). 由 于 
r |E] TaTa Tea T mial EI 178, 所 以 Fo…oF :下 -> 
EN bia 是 相似 比 至 少 为 rr EN 的 相似 变换 . 由 定理 3.2， 
s=dim,£,=dim,E,=dim,E, H 3f(E)<oo。 


3.1 隐 含 法 59 
现在 固定 i, 记 4d=min dist(F(E),F_(E,)) > 0, 这 里 最 小 值 是 
取 遍 所 有 满足 eck Meek, WHR e Me’. 那么 对 不 同 的 边 
序列 (ee EEL 和 (el JE 
dist(F,o…oF, (E), F,,o--oF, (E, D>dr,*r, (3.16) 
如 果 U 5 E 4X, AU <d M xE E, N U; ARG. D TARSI 
ik Mle: DEE WE xE F, 5x0 F (E) Adr, r, < |U] 
< dr 。 由 式 (3. 13) MRG. 16) E N USF, o- oF, , (E), 
p (Fo** “oF, ) LEN U >E, 利用 式 :(3. 15) 可 以 找到 
F, 07 0F, 2 E> E, EP p <pos 获 (Fo0*oF,,)(F, ooF, y: 
E, A U HE, MAO, org re rd Oy 的 
相似 变换 ; :由 定理 3.f 知 HES O 
设 在 式 (3. 12) 中 的 并 是 不 交 的 ， 则 对 每 个 i, 
HE) = > z HE, (E) 


=} 2 | TEH (E) ` 
写成 矩阵 形式 是 


HED HE) 
Gia )- ) 

H'(E,) oe HAE | 
这 里 4 所 是 由 式 (3.14) 给 出 的 矩阵 。 由 Perron 一 Frobenius 定理 , 
任何 具有 非 负 值 的 矩阵 都 有 由 非 负 分 量 构成 的 特征 向 量 ' 它 在 数 
量 乘积 范围 内 是 唯一 的 ,并 与 唯一 的 具有 最 大 绝对 值 的 特征 值 相 
对 应 。 在 这 种 情形 , 取 .s=dimaE( 对 所 有 i) ,可 知 (HCE), 
HENE A 的 具有 正 的 分 量 和 特征 值 1 的 特征 向 量 , 因此 它 
一 定 是 最 大 的 特征 值 。 于 是 P(A) =1。 由 于 (A?) 关于 严格 
递减 ( 见 练习 3.7), 故 s 是 完全 由 这 个 条 件 所 确定 的 . 器 
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3 在 系 4.6 Po Sa HERR GH cookie-cutter 集 上 的 一 个 
应 用 ， ` . . 


3.2 剪 切 集 的 计 盒 维 数 


在 本 节 中 要 研究 怎样 求 出 某 些 分 形 的 计 使 维 数 ， 特别 将 涉及 
到 从 初始 集 上 通过 去 掉 或 。 前 切 " 掉 不 交 区 域 序列 而 得 到 的 那些 分 
E. .R 的 所 有 紧 子 集 都 能 用 这 种 方法 得 到 . 例如 ， ,三 分 康 托 集 是 
通过 从 [0,1] 上 除去 开 区 间 序列 (了 FS oS CG FD 
(Cy ,万 入 ”而 得 到 的 .类 似 的 ,平面 上 的 Sierpinski 三 角形 是 
通过 从 初始 等 边 三 角形 上 去 掉 一 系列 等 边 三 角形 而 得 到 的 。 下 面 
将 稍微 详细 地 处 理 员 的 子 集 ., 然后 简要 地 讨论 高 维 的 类 似 情况 . 
RIMER A MITAN SRL ARN AN 
它们 的 排列 。 于 是 ， 在 某 种 意义 上 来 说 ， 盒 维 数 描述 了 集合 的 
全集 而 不 是 集 人 本身 
没 4 是 员 上 的 一 个 有 界 闭 区 间 ，4 4。… 是 人 的 满足 
A=’ 21 lAl 的 不 交 的 开 子 区 间 序 列 . (当然 14| 是 4, 的 长 度 。) 
设 E=A\ U7,4, 故 E 是 一 个 具有 余 区 间 4,、 勒 贝 格 测度 (或 长 
度 ) 为 零 的 紧 集 。 当 希望 强调 这 种 由 剪 切 掉 一 系列 区 间 而 得 到 的 
构造 时 , 就 称 这 样 的 集合 为 剪 圾 集 。 记 a,=|4i 为 4, 的 长 度 , 并 
假设 这 些 区 间 以 递减 的 长 度 排序 , 故 aj 之 a;>a,…, 见 图 3.58). 
”在 研究 下 盒 和 上 盒 维 数 ( 见 2.1 节 ): 的 任何 等 价 定义 时 ,通过 
E É r- SBIR E, KMA BWAT RNE ELER DEN, 见 式 
(2.4) — (2.6): 记 V(r) = LYE) 为 E, 的 一 维 勒 贝 格 测度 (或 长 
E) 很 容易 用 区 间 4, 的 长 度 来 表示 :V()。 设 r< 一 a, k 是 满 
足 an S2r<Sa, 的 整数 ,那么 E, 由 所 有 满足 i>k+1 的 区 间 4 
和 在 每 个 4,(1 <i<k) ASKEA r 的 两 个 区 间 , 以 及 在 集合 E 
的 两 端的 各 一 个 长 度 为 r 的 区 间 和 构成 , 见 图 3.5(b). FÆ 
V(r)= 2(k + Dr + dia, $i a, ,<2r<a, (3.17) 
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a, 6% 22 26 a as ay 
r H - H ë 
E nr |) en P|) BEW- ae MIH Ho nia E 
(a) 
TAMBOR KERR O EBES: SBEAESREZ INEM 
l are | E, 
r 


| 图 3.5 Bee HRM, 0) EM BRE, 
原则 上 , 联合 (2.4)- (2.6) 的 公式 使 我 们 能 够 从 已 知 0,84 KBE 
去 求 出 己 的 使 维 数 。 特别 地 , 维 数 仅 仅 依 赖 于 这 些 长 度 而 不 依赖 
于 4 内 的 相应 不 交 区 间 A, 的 排列 下 一 个 命题 通过 4 的 极限 状 
况 确定 了 的 盒 维 数 的 界 : 
需要 用 到 下 面 的 不 等 式 ， Rede JAF o NR 字 列 ， 
0<x<1, 那么 _ 
2 a; "(a,— 2.950 ‘ay (3.18) 


为 看 清 这 点 ， 只 要 注意 到 左边 的 式 子 是 x- -在 区 间 [0,a,] 上 积分 
的 下 和 。 | 


命题 36 
w 
4= 一 lim. inf - we a b= -lim ar 
则 I <b <a, H a ae o 
l/a Sdim ,E Sdim Egllb /3.19) 


证 明 hk,< IE, 所 以 1<b <a, 由 对 任意 充分 大 的 及 


0<c,,c,<%, | 
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| ck ‘<a ck . (3.20) 
的 假设 ， 利用 远近 的 方法 容易 导出 式 (3 19). 事实 上 如 果 充分 
小 且 

a,,,<2rSa, (3.21) 
则 由 式 (3.17). (3.20) 和 式 (3.21) 得 出 
' V(r)>2(k+ Dr > 2e;tap ir >22 "r Na 
再 由 式 (2.4) 即 得 Ma<dim,E. 
为 证 明 维 数 的 上 界 , 可 在 式 (3.20) 中 设 b> 1， 如果 r 充分 小 ， 

选取 上 满足 式 (3.21)， 由 恒等式 人 .1 AARC. 20), G- 21) & 
(G3. 18) MA i 


v= arnt 

一 k+DCr- atarna a) 

| karian a+) 7 : o f 
< Acta “bp Det Sam -4,,,) 


4cl02-7 1/b pt 一 + 26! 1/b)- tg! Lb 


<er!” 


RRA c, 成 立 。 由 式 (2.5) 得 出 估计 dim E< Ib. 口 


HRA (3.19) X} b = 00 仍然 成 立 , 这 里 “1/%=0”， 

如 果 下 式 中 极限 存在 ,从 命题 '3.6 立即 可 得 dimsE = 
- l/lim (loga, /logk), 从 这 个 公式 可 以 求 出 许多 集合 的 盒 维 数 ， 例 
如 , 如 果 巨 是 三 分 康 托 集 , 余 区 间 的 长 度 (a,)jz., 由 a,=3-"-! 给 出 ， 
这 里 加 是 满足 "Sk <2"*'— 1 HY ER. W lim, .loga/logk 
= lim... — (m +1) log3 /m log2 = —log3/log2, 故 dim,E=log2/log 3. 
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同样 ,对 由 p >0, E = {0,1,2-*,3-?,4-?,…} 定义 的 “收敛 序 
JR, Bake (k+l) ~ pk-""!( 利 用 中 值 定理 ), 故 
lim, . » loga /logk =lim, _ ,logpk-’""/logk = — (p+1), 给 出 
dim,E” = 1/(p +1). 
下 面 的 有 关 命题 3.6 的 部 分 逆 命 题 表 明 在 给 定 盒 维 数 的 条 件 
F, 可 以 推出 关于 余 区 间 的 长 度 (a))， 的 一 些 结论 ， 


命题 3.7 
设 


t=dim,E 和 s=dim,£ (3.22) 
这 里 0<ts<1, 则 | 
-(1-0/(e -s)) Slim inf foge 


i L <lim sup ce <- l/s 
(3.23) 
证 明 设 对 充分 小 的 r 
er SK) Ser —. (3.24) 
其 中 cuc; 是 正常 数 , M0<t<s<). Mi EER RT] eM ae E 
义 ,在 上 述 假设 下 完全 可 以 推导 出 式 (3.23)。 事实 上 , 利用 式 
(3.17) 可 得 


or <2k t+ Ir + aer, 其 中 aq, <2r<a,。(3'25) 


Rir= 5 Ors, 由 上 式 右边 不 等 式 知 a,(k + 1) <c2 ai ph 得 式 
(3.23) 的 右边 不 等 式 .， 
现在 . 记 7=(1 -9/1 一) ERD SLES 
- €,b' "2 2, 7 a, ye 2 
M r=ba, Hit q EWE a, S<2r<a (ik q <k) HER. 
充分 大 , 由 式 3.17) 可 得 


1 x wie n. 
V(r)— V(> a,)=2@ + Ir + La, (k+ 1)a,- La, 
| o vo. q+ + 
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: È . 
=2qtI)r-(k+1)a,+ da, 


=(q+1)2r—a,,.)+¥ G+ DG 一 ao 
SkQr- a) + klas, — a,) o 
=k(2r — a,). 
<2kr 
因此 由 式 (3.26) 和 (3.24) 知 
cay Sc,b'"'al-*—c,al- 
ete Cyai 
< V(r) — V(a,) 
和 VOD- i= a) 
S2kba’! 
FÈ ck Salo! = git -90-9 BNA a, Do k-O-OM-O, 其 中 ce, 不 
依赖 于 k, 这 正 是 所 要 求 的 式 (3.23) 左边 的 不 等 式 . O 


容易 验证 当 s=0 或 =1 时 , 式 (3.23) 的 右边 不 等 式 成 立 , 而 
WR t=s=1, W] lim loga,/logk = 一 1. 

可 以 证 明 在 式 (3.23) 中 所 表示 的 界 是 能 够 达到 的 最 好 的 结 
果 . 特别 ， 如 果 将 自然 数 按 从 小 到 大 的 次 序 分 成 一 系列 长 度 增加 得 
很 快 的 数 段 ,并 使 属于 同一 数 段 的 k ,a 都 取 相 等 的 值 ,就 能 证 明 下 
界 是 最 佳 可 能 值 ， 
”命题 3.6 和 3.7 的 一 个 令 人 满意 的 推论 是 , 当 loga,/logk 的 极 
限 存在 时 ,E 的 盒 维 数 明确 地 存在 . 


系 3.8 
设 EcR" 是 如 上 所 述 的 前 切 集 。 那么 dim,E=dimE 4 HAX 
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= lim, „loga, /logk 存在 , 这 时 
dim,E= 一 1/(im loga,/logk) - 
ESA 由 命题 3 6, 如 果 1<a= bgo%, 则 1/a<dim, E<dim,E< 
; 
Rab, WR O<t=s<l, 命题 3.7 和 它 下 面 的 注解 给 出 了 
lim, .. , loga,/logk = -一 。[ 


尽管 缺乏 一 般 性 的 应 用 , 但 类 似 的 分 析 可 以 将 结论 推广 到 高 
维 空间 的 剪 切 集 上 .下面 举例 说 明 , 这 是 一 个 从 平面 区 域 上 除去 
圆 盘 序列 构成 的 集合 的 例子 。 


图 3.6 平面 上 一 个 七 切 集 。 这 里 ,在 每 一 步 除 去 尽 可 能 大 的 圆 鼻 。 除 
去 的 圆 盘 族 称 为 正方 形 的 Apollonian 填充 , 剩 下 的 剪 切 集 称 为 
WER, 它 的 豪 斯 道夫 和 爹 维 数 大 约 为 1.31 


“为 方便 起 见 , 设 4 是 周 长 为 p 的 平面 紧 凸 区 域 ,4,,4,… 为 
包含 在 4 中 县 全 部 面积 与 4 的 面积 相等 的 不 交 开 图 盘 序列 . 设 
E=A\ Uni4, 故 EE 是 具有 妖 窝 状 外 观 的 面积 为 零 的 集合 , 见 图 
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3.6, ifr, 是 A WWE, HR r 2r,2r,2° 
与 直线 上 子 集 的 情况 一 样 , 可 以 求 出 E 的 r- Sik E, 的 面积 
Vir). 如 果 rir Sr ey,, 则 E\E 由 以 下 三 部 分 点 组 成 : 其 一 是 .4 
外 的 与 4 之 距离 在 r 之 内 的 点 集 ; 其 二 是 对 所 有 1 和 is 大 , 在 每 个 
4 内 的 内 、 外 半径 分 别 为 r-r 和 产 的 圆 环 ;还 有 就 是 对 所 有 的 
i>K+1l 的 圆 盘 4 于 是 


V(r)=(pr+ np) + rr 0+ 
=pr+2nr). r, +ñ È, + —k) 

像 一 维 情形 一 样 , 建立 起 V(r) 与 r, 的 关系 ,进而 建立 dim, E 
与 六 的 关系 是 可 能 的 . 例如 , rx ko ,这 里 1/2 <a< 1， (回顾 一 
F, axb, 意味 者 对 某 c,,c,20, c,<a,/b, <c, 对 任意 k RM.) 
MAXİ r,.,<rS<r,, 

Vir) <rtr yim ipk 
x rk e+ 并 1 一 2 l 
4 rr Ne + pea- dis 
Se Pole, 
由 式 (2.6) 即 得 dimsE= +, 

显然 可 以 用 类 似 的 方法 求 出 剪 切 其 它 图 形 的 一 些 区 域 而 得 的 
RGA BER. 

3.3 ” 注 记 与 参考 文献 

”基本 的 “ 隐 合 定理 "是 McLaughlin (1987) 给 出 的 , 进一步 的 


结果 和 应 用 在 Faiconer(1989) 的 文章 中 ， 有 向 图 集合 的 更 多 细 
节 参 见 Bedford (1986), Mauldin 和 Williams (1988) 和 Edgar 
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(1990), 半 自 相 似 集 见 Bandt(1989) 和 Falconer (1995a). Perron- 
Frobenius 定理 在 Bellman (1960 ) 中 论 及 .Besicovitch 和 Taylor 
(1954) 研究 了 补 区 间 的 长 度 和 民 的 子 集 维 数 之 间 的 关系 。 类 
似 于 命题 3.6 和 3.7 的 盒 维 数 结果 可 以 在 Lapidus 和 Pommerance 


(1993) 和 Falconer(1995b) 中 找到 ， 


3.1 


3.2 


+ 


举例 说 明 如 采 没 有 巨 是 紧 集 的 条 件 , 则 定理 3;1] 和 3.2 的 结 
ETSA 


证 明定 理 3.2 的 假定 总 涵 着 P:(E)< Pi(E)<%, 这 里 P 了 :和 


“Pi; 是 填充 测度 和 先 测度 ; 见 2.1 节 。( 用 假设 PE >an 
BAGS) 来 修改 定理 3.2 的 证 明 ,得 到 对 1>s, WA LIBES 


3.3. 


3.4 


3.5 


3.6 


a “的 不 交 球 Bl,…,B,。 然 后 取 g: E — E 门 B. 使 alBj|x 一 y| 


<l- gO) 以 及 用 类 似 的 方法 推出 dim E >s.) 


证 明 用 “假设 有 一 个 数 g, 对 每 个 与 巨 相 交 且 Ul <r, 的 集合 
U, 都 存在 集合 U, i=1,…,g, 满足 UC Ur_U, 以 及 映射 
gi :E N U, > ERA aUri- yl Slo- gO ”代替 定理 


3.1 中 的 第 二 向 话 ,定理 3.1 仍然 成 立 。 


利用 练习 3.3 证 明 如 果 仅 仅 要 求 瑟 满足 开 集 条 件 (2.40), 条 
3.3 的 最 后 一 个 结论 成 立 。 

BRERA REITE, 它 由 [0,1] 中 那些 以 3 为 底 仅 锯 
含 数字 0 和 2 且 没 有 相 邻 2 出 现 的 展开 式 所 表示 的 数组 成 ，。 
RE =E NIO], ESE At ,1]]。 证 明 Ei、E, 可 以 表述 
为 一 个 有 向 图 集 系统 ,并 证 明 dim,£, = dim,E, = log (1+ 
V5 )/2)/log3. 

证 明和 存在 唯一 一 族 非 空 紧 集 EE 满足 式 (3.12). (提示 : 在 含有 
4 个 部 分 的 有 向 图 集 的 集合 上 定义 一 个 度量 ,使 每 两 个 含有 1 
个 部 分 的 有 向 图 集 之 问 的 距离 等 于 相应 的 集合 对 之 间 的 豪 斯 
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道夫 距离 所 最 区 到 :模仿 定理 2.6 的 证 明 ,) 
?7 BAAR OE AO BETA OBR RHR, 证 明 最 大 
站 三 值 由 下 直人 | 
(AM = > (AREALE 5 (CAR ANP HAARA 


通过 检 was A 中 对 P(A) 的 作用 , 证 明 P(A" VAR 
于 s 严格 递减 的 。 

3.8 设 瑟 是 [0,1] 的 ( 紧 ) 子 集 ， 它 由 那些 十 进 制 仅 包 含 数字 
0,2,4,6,8 的 展开 式 所 表示 的 数组 成 。 从 定理 3.1( 或 定理 3.2) 
Ri dim, E=dim,E, 从 命题 3.6 推出 dim,E=log5/log10， 

3.9 Vir) 是 高 度 为 1 4 Sierpinski = WH 44 r- A A Ae, ie WH 
Vr) XK 32 RE 2 <r<2-* 由 此 推 证 出 Sierpinski = 
角形 的 鳃 维 数 等 于 log3/log2, 

3.10 设 瑟 是 民 的 一 个 紧 子 集 EE 2H E LE 的 每 个 补 区 间 中 
的 一 个 单 点 而 得 的 集合 ,证 明 dim,E'=dim,-E,( 设 dim,E 存 

在 )。 


42% Cookie-cutter MAAS 


在 本 章 中 引进 了 cookie-cutter 集 , 它 可 以 看 成 是 一 种 “ 非 线 
性 的 康 托 集 *。 这 将 使 我 们 可 以 在 第 5 章 中 利用 cookie-cutter 
去 说 明 自 相似 集 的 理论 是 怎样 推广 到 非 线 性 的 类 似 集 类 上 的 。 利 
用 cookie-cutter, 可 以 在 相对 简单 的 条 件 下 描述 一 些 非常 一 RUE 
ie BY SEA BAB 


4.1 Cookie-cutter EA 


我 们 研究 称 为 cookie-cutter 的 动力 系统 的 一 个 简单 形式 。 
cookie-cutter 具有 的 分 形 斥 子 称 为 cookie-cutter 集 , 它 可 以 被 认 
为 是 相应 的 迭代 函数 系 的 吸引 子 。 虽然 将 有 关 的 理论 推广 到 多 个 
映射 的 情形 需要 一 些 变化 ,但 为 简单 起 见 ,在 这 里 还 是 建立 
只 有 两 个 映射 的 IFS。 尽 管 完全 可 以 将 这 些 理论 推广 到 R" 的 子 
集 上 ,但 这 里 只 对 民 的 子 集 X 进行 研究 . 

KX BARES AK LX, A X, EX 的 不 交 子 区 间 。 设 
f:X,U X, > X BR XA X, 都 双 射 地 映 到 关上 的 映射 ( 见 图 
4.1). 假设 / 有 和 连续 导数 ( 稍 后 将 需要 更 强 的 可 微 性 条 件 ) 而 且 
是 扩张 的 , BIXEE x EX, U Xp |f'(x)|>1.( 通 常 f 是 一 个 定 
义 在 更 大 范围 ,也 许 甚至 是 定义 在 整个 只 上 的 函数 在 忒 上 的 限 
制 , 例如 ,f 可 能 是 如 图 4.2 中 的 一 个 单 峰 函 数 在 和 上 的 限制 。) 

下 面 研究 由 f 的 迭代 点 给 出 的 动力 系统 。 令 人 特别 感 兴趣 
的 是 集合 | g 

` E={xeX :对 所 有 K=0,1 2 fo AEM, ATE 

X,U X, #} oo (4.1) 
这 里 S'ESE kR. WA ERES 的 近代 下 保留 在 
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X UX, 中 的 点 的 集合 。 由 于 E= N2 S OO, 是 由 递减 的 紧 集 
序列 生成 的 , BORA E 是 紧 的 , 并 且 是 非 空 的 。 

显然 ,E 在 /下 是 不 变 的 ;这 是 因为 xe E 当 且 仅 当 f(x)eE， 
Bi 

B=E=f(E) > aD 

进一步 ,在 下 面 的 意义 下 -E 是 一 个 斥 子 , 即 不 在 E 中 的 点 ( 然而 
它们 也 许 很 接近 E) 最 终 在 了 的 迄 代 下 映射 到 X, U X, 的 外 面 。 
事实 上 , 如 图 4.2 的 例子 中 , 对 所 有 x EE, f'a) 一 00, 见 FG， 
13.1 节 。 


S |. X% 


Xua Ma O Am Aa 
Xita 
E 


图 4. l 以 cookie-cutter $ E = Ne -of =+ (x) 为 太子 的 cookie-cutter 
函数 /:X,U XX 


”考察 这 种 情形 的 等 价 的 方法 是 把 这 个 函数 作为 从 代 落 数 系 的 


| 4.1 Cookiecutte 集 
W, EM FF, X> XE S BRRR, TE 
FOSS ON X, 
FOS NE 
AF ANF, SP X RAHA XA tn FE 
Fr'(x XEX) | 
Í oa} Fe 0 i Cex) | (4.3) 
由 于 TERR X, U X, EWEA “(x)| >1 的 连续 可 导 
函数 , ae FFE BE O Can Sc <1, WHER xe X, UX, 满足 
b<cl Sif ‘CUS, < 00, EER 已 ,已 是 可 微 的 , 且 对 
x EX, Cun SIE OPAOS Cms PEER, AHi, 7 
Cail ISIE, (9 一 下 ON S Cial x yl’ (x,yEX) 
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= (44) 


t 
t 
M “ E. cee 
$ 
{ 


ES 4.2 NEA f R> RR. 产生 的 cookie-cutter RH. T 


中 cookie-cutter E= 1P-_,.f-* lo, 1 是 /的 斥 3 
x¢E, lim f'(x =- o 
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由 式 (4.D)，y AE EE | 
E=F(E) U F(E) (4.5) 
由 于 F, 和 天 ,是 关上 的 压缩 映射 ,利用 定理 2.5 中 的 IFS 的 基本 
性 质 ,有 了 瞧 一 的 非 空 紧 集 下 使 等 式 (4.5) 成 立 。 于 是 / 的 斥 子 E 
是 IFS{F,,F,} 的 吸引 子 ， : 
与 2.2 节 一 样 ， 这 里 仍 用 由 1 和 2 组 成 的 序 序列 =i, 
i=1 或 2} 来 标记 与 IFS 相关 联 的 区 间 ,并 记 41= Url. so. 
对 每 个 {= (i ,°° ,i ), 记 XEX,. nO OF AX): :这 样 ,XX 
在 闭 区 间 之 间 是 一 个 具有 道 Fo oF DLA, 更 一 般 地 ， 
S: Xy aen TEE ksm 是 一 个 双 射 。 由 于 X, U XÆ 
KRA, ， H X, “Oe cX, 故 对 任意 ,X,, U XX,, 也 是 不 交 并 , 且 
Xa UX,,cXi。 于 是 E, 寺 UX 包含 2 个 不 交 的 闭 区 间 , 且 
(Eo 是 一 个 递减 的 紧 集 序列 。 如 同 式 (2.28) 一 样 ，E= NE, 
且 E 是 完全 不 连通 的 ,并 与 一 个 康 托 集 拓扑 等 件 , 
注意 到 利用 式 (4.4), 对 每 一 个 iel1 和 i=1,2; 
t minl XA SIXESc XI (4.6) 
在 最 简单 的 情形 , 由 相似 变换 族 (2. 24) 下 构成 的 IFS 对 应 于 由 
f (x) =3x(mod 1) 给 出 的 映射 f:[0, + L PU [2,1] ~»[0,1]. 
于 是 斥 子 E 是 三 分 康 托 集 , 且 集 合 E, 是 由 2 沾 长 度 为 3 的 区 间 
组 成 。 然 而 令 入 更 感 兴趣 的 是 F, 和 F, 不 是 相似 变换 的 情形 ， 例 
i, F,F,: On 0th 其 中 | 
> 
T 3 . 
ARATERE 它 是 三 分 康 托 集 的 .本 入 名 .这 相当 于 EE 
是 非 线性 函数 了 的 斥 子 ,这 个 函数 由 式 (4.3) 通 过 F, 和 F, 定义 
在 [0,1] 的 一 对 子 区 间 上 。 
这 种 形式 的 动力 条 统 了 :X, U X 一 X, REX bE 
IFS{F,,F,}, RA cookie-cutte*#%, BA E PRA cookie-cutter , 


F (w= 7 -x+ -b x, ZO 一 x+ 二 L x (4.7) 
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映射 F; 和 F; 通常 不 是 相似 变换 ,E 是 “畸变 ”了 的 康 托 集 , 但 仍 
然 是 “近似 自 相似 ”的 ， 


4.2 cookie-cutter 的 有 J way 


有 界 畸 变 原理 使 集合 的 “近似 自 相似 性 "的 思想 精确 化 ,这 个 
原理 叙述 的 是 任何 充分 小 的 邻 域 都 可 以 被 一 个 不 过 分 畸变 的 变 
换 映 射 成 集合 的 较 大 的 部 分 .。 

首先 证 明定 义 在 cookie-&utter $ 三 上 的 一 般 函 数 中 的 * 有 界 
变 差 原理 ”, 然后 用 与 巨 的 几何 性 质 相关 的 方法 选择 中 而 得 到 有 
界 畸 变 的 结果 . BSX, U X, 一 XM 人 1 节 所 述 的 ,具有 相 
by IFS{F,,F,} 和 斥 子 Ñ cookie-cutter 系统 , 设 pX UX, > R 
EDE SRP, 对 某 个 o> 0, 满足 

IA- pO Sax- y)  (xyEX,UX,) (4.8) 
(事实 上 , 在 理论 上 仅仅 需要 Q: ER 但 实际 上 中 常常 是 自然 
地 定义 在 一 个 比 王 大 的 集合 上 ). 
令 人 感 兴趣 的 是 在 三 的 逐次 迭代 下 , 迭代 点 的 中 值 ， 特别 将 
对 k= 1,2… 估计 和 式 
S, Pl) = HEPS + Hf 4+ + HP) 
= 2, HS») (4.9) 
这 里 fx 是 在 J 下 的 x 的 第 j 次 迭代 ,( 为 了 避免 过 分 繁琐 的 记 
号 ,在 文中 常用 fix PR S/O). EB REMI tel, x EX,， 
S, P(x) 就 有 定义 。 如果 对 we X, x= Fio…oF,w, 则 有 下 面 的 可 
供 选 择 的 形式 
S, $F 07 oF w= 中 (Fo…oPw) | (4.10) 
可 以 把 二 S, x) 看 成 是 $ 在 x 处 和 它 的 最 初 k 一 1 次 过 代 的 平均 
有 界 变 差 原理 是 关于 中 的 李 卜 希 兹 条 件 的 推论 。 这 个 原理 断 
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言 和 式 SAO 在 x 处 对 k 一 致 的 意义 下 不 会 有 太 大 的 变化 ; 


命题 4.1 (有 界 变 差 原理 ) 


Kb :X—> REF NARA% 

(a) FER Db 使 对 任意 k=1,2,. AE AIG, h) el, 当 
xyEX, , EF: | | 
5, Hx) — S BON <b (4.11) 

. (b) ARH, SER q > k AEE, E 1, 只 要 x,yex, |, 
则 | E 
| |S: P(x) ~S, PONS DX |X, al (4.12) 
证 明 有 反复 应 用 式 (4 4) 3 对 任意 (itti) E I, |X; Fo °° ‘OF (X)| 
Sct ,|X|. one x,y E Xo ; 则 对 j=0,1,…,k 1, f’, 六 EX 
由 式 (4.8) 7 
IDS x) Hf SE Af x- S yN. 

<dlX “| . 
& oe 
因此 ， | 
se-s eos] È PR | 
< EIU- Mf) 
< 2 actA X1. 
< ac Xx- c, ) 


max max 


G b= aC mal XICO = Cm), AER). 
(b) 的 证 明 与 上 面 的 证 明 非 常 类 似 , 只 要 注意 到 , 如 果 
Xy E Xpan WSS EX gs 
CU HF NSActAX,.. 口 
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有 时 为 方便 起 见 , 将 式 (4.11) 写成 下 面 形式 
| ve EXPS, Pix | 
e” s < Sree <e’ (4:13) 
ME SX, U X, 一 六 是 可 微 函数 族 C*, 即 具有 连续 二 阶 导 
数 的 二 次 可 微 函数 ( 在 区 间 的 端点 可 微 是 单 侧 意义 的 )。 等 价 地 ， 
F AMF, Æ X ECR. Xt xe X,U X, 选取 
(x) = -loglf ‘(00 | (4.14) 
AF O<If (Co, 故 函数 由 在 X U X, 上 具有 有 界 连续 的 一 阶 导 
数 。 由 中 值 定理 ,中 同时 在 X 和 X, RX, UX, ERS ba 
BRAK. | 
”和 式 S$, 少 恰好 是 需要 估计 的 X 的 大 小 ,对 广 应 用 复合 函数 
导数 的 链条 法 则 , 可 以 得 到 
o YQS IDS SINK Xf (4.15) 
XH "表示 求 导 。 取 对 数 , 由 式 (4.14) 及 式 (4.9), 可 得 


“log Y= -log GW 4.16) 
=} pf 
=S, (x) 4.7) 


(只 要 对 j=0,1,…,k 一 1，f ixeE X, U X,, the xeU Xo WER 
等 式 成 立 .) 于 是 ， 通过 的 迭代 的 导数 , AAS, OAT RH 
解释 ， | 

BRAN 广 : 天 .一 在 是 双 射 ,进一步 ， 它 还 是 个 双 李 下 和 希 兹 映 
射 ,而 具有 的 映射 常数 与 全 没有 太 大 区 别 。 特别 对 任意 
x EX Xocal X IGY, 网 图 4.3。 由 于 在 下 面 的 命题 
中 按 式 (4 14) 的 形式 取 只, 并 应 用 了 有 界 变 差 原 理 , 将 使 这 一 点 
显得 更 明确 . 


76 第 4 章 Cookiecutte 和 有 界 畸 变 


El £2122 Ey oi 

Op bi bebe HH HE <> © one (}- mau 
E 

HEN HI HE Na . Bu WW HE mM we te HiB HE HH HE 
englargement of E |» 

@Ear con tH thu SIH MS ha na HAHI Fol Hib be Hp N HUN 
englargement of Esl. 

Il pithi Hu om Ha 630 NO 48 ME oe | Henne BO 
englargement of E3422 l 

mi fe hin uu HA Ho pan iin mi 1" pe usm Ha 


englargement of Erzan 


图 4.3 对 cookie-cutter $ E HARK ARA. 图 中 显示 了 一 些 FE, ;的 组 成 部 
分 的 相似 样本 , 它 看 起 来 就 象 是 三 的 “畸变 " 版本. 对 所 有 的 k RG, i) 
畸变 的 “数量 * 是 有 界 的 


命题 4.2 ( 有 个 畸变 原理 ) 


对 任意 = 0,1,2……， 及 任意 (有 E 存在 数 b, M b,, 使 
对 任意 xEX, ,, 
| bo SX, IO YOS b, (4.18) 
进一步 ,f*:X, > X WHER yz eX, WE : 
bilya 2 SIS O) SF EOX, IS dily — 21 (4.19) 
证 明 AWAY, =F oF (CX), RSX, > X STAM 
射 . 对 f* 应 用 中 值 定 理 即 知 对 y,z eX, 存在 w EX, 使 
f°0)-f "(2)=0- Nf (w) (4.2) 
选取 y 和 2z 为 XX .., 的 端点 ,那么 fly), f(z) EX OA, 
XTRA w EX, n 
|X| = |X; lf Y (wW (4.21) 
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利用 式 (4.13) 形式 的 有 界 变 差 原理 , 并 结合 式 (4.17 ) 可 以 看 出 对 
任意 xw E X, 
b x b 
“<IOF < 64:22) 
联合 上 式 与 式 (4.21), 可 得 式 (4.18), 并 且 由 式 (4. 20) 得 出 式 (4.19) 
这 里 b, FA b, 仅仅 依赖 于 |X| A b. u 


在 式 (4.19) 中 ， 有 界 畸 变 原理 说 明了 广 可 以 由 相似 变换 一 臻 
HHI. 

有 时 将 式 (4.18) 写成 下 面 的 一 种 将 代 形式 是 有 用 的 . 对 任意 
XxX EX, x | 
2o So oF yO < 
注意 到 当 F, F, 是 具有 相似 比 Cy, C, 的 相似 变换 的 特殊 情况 ， 此 
时 f'(x) 在 关上 是 常数 ,于 是 上 述 的 论证 推导 出 Xna] = 
cene IXI, 正如 对 自 相似 集 所 期 望 的 一 样 

命题 4.2 的 关键 之 处 是 b, Al b, 不 依赖 于 k。 虽 然 平均 值 估 
计 是 应 用 于 函数 的 上 次 复合 上 , 但 是 fi(x) 及 f '(f (x) RR x HB 
样 在 X 上 变化 那么 大 ,除非 当 j 非常 接近 k， 这 里 正 是 利用 
式 (4.15) 控制 了 CG *)(x) E X.a 上 的 变化 . 

有 界 畸 变 原 理 的 一 个 有 用 的 推论 是 , 对 每 一 个 i , 集合 Xi 和 
XX,, 在 X 上 是 非常 合理 地 分 隔 开 的 ， 而 且 式 ,以 一 致 的 方式 与 球 
(区 间 ) 是 可 比较 的 . | 
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if E —* cookie-cutter M , d=dist(X,,X,), W 
(a) SHER iec 
db; |X, |<dist(X,,,X,,)<IX J (4.23) 
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(b) RH A=dby'c,,. WHEE i, MRxex, N EM(X, < 
r <| Xil Crin 则 

B(x,Ar) N EEX N E€ B(x,r) (4.24) 

证 明 RASE > XX 是 满足 式 (4.19) PAL. Ry eX, 
AM ze X,,, EE S'O) € X, Al f(z) X,, EWE dist(f *(y), f*() 
=d, 由 式 (4.19) 的 右边 不 等 式 即 可 推出 式 (4.23) 的 左边 的 不 等 式 . 
HF XSEX a U X 所 以 式 (4.23) 右边 的 不 等 式 是 显然 的 。 

对 (b) 注意 到 如 果 ie M 条 < dbs "1X l, WIH (@) 知 Bx, 条) 对 
ERIE), Ji, BS 不 交 的 。 于 是 式 (4.24) 左边 的 包含 关系 
成 立 ， 右边 的 包含 关系 也 立即 可 得 . U 


现在 推 证 “在 没有 太 多 的 畸变 ”的 条 件 下 EE 的 小 部 分 可 以 映 
射 成 较 大 的 部 分 。 更 确切 地 说 , 存在 双 - 李 卜 希 兹 映射 , 把 中 心 
位 于 EE 内 的 每 个 球 映 射 到 EE 的 较 大 的 部 分 上 , 其 李 卜 希 效 常数 与 
球 的 大 小 是 可 比较 的 。 满足 系 4.4 结论 的 集合 有 时 称 为 近似 自 相 
似 的 或 拟 自 相似 的 ， | 


A 4.4 


i E 42—* cookie-cutter $ , 则 存在 数 c>0 及 r,>0, 使 得 
对 每 一 个 中 心 在 EE P, Sr <r, 的 球 B, 存在 映射 g:E 门 B> E, 
满足 ' 
© eyg Scr x-y] Coye ENB) (4.25) 
证 明 设 r<m= 三 db XI Rx EE, MAHR4.6) 可 以 找到 大 和 
i =(i ih )E ,使 得 xsX 和 cdp7!X 和 r<db7iX,|。 由 系 
4.3(b), EN) Bx, roX, MAR (4.19) 即 得 f*: EN B(x,r) > E 
满足 
DPIX- ASIO- OIDI ly 
故 
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Cnndby rly 21 Sf O- f (z)|<dr“ly — z] 
取 g=f"', 即 得 式 (4.25). 癌 


cookie-cutter 集 五 同时 也 是 “相对 ”意义 下 的 近似 自 相 似 集 ， 
这 其 中 整个 已 可 能 映射 成 三 的 较 小 邻 域 而 没有 发 生 太 多 的 畸 


Fr 4.5 


ix E # cookie-cutter 集 , 则 存在 c>0 fil r,>0, 使 得 对 每 个 

FOE E H HŽ r <r, 的 球 B, 存在 映射 9 :下 一 三 门 B, 满 足 
crx ylS |g) -gO) scrlx—y| CyeEE) (4.26) 

证 明 设 xeE 和 r<r=|X|, TUAIRE] i= (iei), 使 得 x EX 
和 Cin? <|X <r, 故 XE B(x,r). 把 式 (4.19) 应 用 至 y= Fo…oF,(0 
z =F oF (w) EX, 上 , 则 有 

by |X |x — wl S|F, o oF, (x) Fo oF (w)<b Xx- w] 
故 | as . 
Canh TIX w| SIEF 0° OF, (x) ~ F,0°- OF, (w)[ <b rlx— wl 
Mg A FO: OF, TEE AE , EARE (4.26). O 


LAA MEENE AT 3. 
应 用 到 cookie-cutter #2 E. 


系 46 


i E Fé cookie-cutter 4. 满足 dim E= S. dimsE= mE 
=dim,E=s, HO< FF (E)< œ, 
证 明 由 系 4.4 和 定理 3.1 知 ， AERES H 0 <I), 
而 由 系 4.5 和 定理 3.2 即 得 H(E)<00, [] 
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从 第 5 章 的 更 深刻 的 探讨 中 , 将 可 以 得 到 这 些 维 数 的 性 质 ， 
同时 还 得 出 有 关 维 数 自身 的 公式 。 


i 
S eee i i oe 
-= e eee Se ert UE rele eo 

— ee ee ee a 
ae ee eee Ee ee i els 
= i i e e E ‘U 


e bebe sear Beep ay Oe forme Peer eee otii et ee Bee irm pm 


44 一 个 具有 斥 子 E= N Poof (X) H WEBS cookie-cutter HA f 


PLATA 3.4 — FE, 同样 也 能 获得 满足 / (A)CA Mf (A)>A 
的 cookie-cutter 集 的 子 集 4 的 信息 , 见 练习 4.3, 

注意 到 本 章 (以 及 下 章 ) 的 理论 可 以 应 用 到 许多 其 它 的 情形 
中 ,这 在 5.5 节 有 概略 的 叙述 。 特 别 , 对 mm- 部 分 的 cookie-cutter 
AR :XU … UX, 一半 的 讨论 仅 需 要 少许 的 修改 ,其 中 
FX, XBT IRA RH , i=1,2,---,m, 见 图 4.4, 


43 注 记 与 参考 文献 
有 界 畸 变 原理 来 自 许多 不 同 的 文章 。 例 如 可 以 参看 Bedford 


(1986) 等 人 的 文章 , 以 及 在 5.7 节 中 列 出 的 与 热力 学 形式 体系 相 
关联 的 其 它 参考 文献 ， 


练习 81 


4.1 找 出 由 式 (4.7) 给 出 的 与 F, F, 对 应 的 函数 S 
4.2 直接 证 明 三 分 康 托 集 是 近似 的 自 相 似 集 , 找 出 此 情形 中 用 于 
式 (4.25) 最 小 数 c， | 
4.3 & A ž cookie-cutter  EwWw—-S 4 SRT HR, A 
© s=dim,A. #1 X(4.25) 和 式 (4.26) A’ A 3.4 类 似 的 结 
de. Pi AC f(A), W s=dim,dA E H'(A)>0, 以 及 如 
% f (A)>A, MW s=dim,A # H(A)<0, 
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许多 数学 问题 都 可 以 简单 地 在 “线性 ?情形 下 解决 , 但 相对 应 
的 非 线性 问题 却 很 难 分 析 处 理 。 例 如 , 三 分 康 托 集 巨 是 由 式 (2.24) 
给 出 的 民 上 的 两 个 相似 变换 组 成 的 IFS 的 吸引 子 。 从 这 样 的 
“线性 ”描述 很 快 地 得 到 了 康 托 集 的 许多 性 质 ， 例如 利用 定理 2.7 
可 知 它 的 维 数 是 log2/log3。 然 而 我 们 想 处 理 像 在 第 4 章 中 描述 
的 cookie-cutter 集 那样 的 “ 非 线性 " 集 , 如 由 IFS(4.7) 所 决定 的 
[0,1 的 子 集 , 这 些 非 线性 构造 较 难 分 析 , 既 没 有 关于 E 的 维 数 的 
简单 的 表达 式 , 也 不 清楚 如 何 得 到 精确 的 维 数 估计 ， 

本 章 描述 一 种 方法 , 它 使 得 在 线性 或 分 段 线性 情形 得 到 的 许 
多 结果 和 思想 能 够 推广 到 非 线性 情形 。 主 要 的 目的 是 导出 由 非 线 
性 系统 定义 的 分 形 的 维 数 公式 ,而且 动 力 系统 和 分 形 的 许多 其 它 
方面 也 可 以 利用 这 种 方法 处 理 。 

为 易于 叙述 , 将 介绍 在 4.1 节 中 描述 的 cookie-cutter 系统 的 
热力 学 形式 体系 , 并 且 这 也 说 明了 热力 学 形式 体系 的 基本 思想 能 
得 到 更 加 广泛 的 应 用 。 

本 章 的 许多 概念 首先 是 在 统计 力学 中 提出 的 , 这 是 一 个 与 动 
力 系统 平行 的 令 人 注意 的 学 科 , 请 参见 5.6 节 。 这 就 是 为 什么 命 
名 为 “热力 学 形式 体系 "并 出 现 诸如 “压力 *、“Gibbs 测度 "以 及 
“ 箭 " 这 些 术语 的 缘故 。 需 要 强调 的 是 , 在 这 里 并 不 一 定 要 有 统计 
力学 的 知识 。 | 


5.1 压力 和 Gibbs 测度 


热力 学 形式 体系 由 两 个 部 分 组 成 , 即 适 当 的 动力 系统 或 IFS， 
和 定义 在 相应 不 变 集 上 的 李 小 希 效 函数 ， 
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这 里 将 处 理 4.1 节 中 所 描述 的 cookie-cutter 系统 。 回 顾 一 下 
有 关 记 号 : XX 是 实 的 闭 区 间 , 具有 不 交 的 子 区 间 X,  X,, 
f:X, UX, 一 XX 是 扩张 映射 , 它 具 有 连续 的 二 阶 导数 , HA X, 
和 X, 双 射 到 关上。 这 个 动力 系统 有 一 个 cookie-cutter 斥 子 E, 
它 可 以 等 价 地 看 作 是 由 XX 上 的 一 对 压缩 映射 {F,F,} 组 成 的 IFS 
的 吸引 子 。 这 里 仍 使 用 4.1 节 的 记号 , 特别 仍 用 1 和 2 ALLE FF 
Bl FRU ATA] RK AY BREAK KB] X. 

还 有 李 卜 希 兹 函数 p: X, U X,—> R, FE a>, 使 

IE- Py) Sax- y| (x,y E X, U X,) (5.1) 

与 4.2 节 一 样 ,应 用 那里 提 到 的 有 界 变 差 理论 ,对 xeU,.,X, 记 


SO 52 
由 命题 4.1 知 ,存在 数 b 使 | 
1S, P-S, $0) <b (5.3) 


或 等 价 地 , 对 任意 xy EX,, 及 任意 ie 4 和 任意 上 ， 
etc PS AX) <e 
exp(S, p(y)) 

FRAT AOE — AOE bh ABM 由 开始 ,在 下 一 节 中 将 
选取 适当 的 中 导出 王 的 维 数 公式 。 

PPA SRT E RAE u 和 一 个 数 P(g), 使 
对 任意 的 te RxeX,, 

W(X) < exp(- kP(D)) exp(S, P(x)) 

数 P( 由 ) 相当 重要 , 称 它 为 p REH , WE n MEA 中 的 Gibbs 
测度 ， 

现在 证 明 下 面 定 理 的 (a) 部 分 , 在 下 一 节 可 用 它 来 建立 E 的 维 
数 的 公式 。' 对 结论 (b), 则 可 以 进一步 加 强 关 于 4 的 条 件 , 它 的 证 
明 涉 及 到 较 复 杂 的 泛 函 分 析 , 故 把 它 放 到 5.3 节 中 证 明 ， 


(5.4) 
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定理 5.1 
(a) 对 任意 上 和 ie1l, 设 x,EX,, 则 极限 
P( 内 = 各 下 log} expS, PAx) (5.5) 
存在 , 且 不 依赖 于 x,E X, 的 选取 ,而 且 ,存在 支撑 在 E 上 的 波 雷 
尔 概率 测度 BARK a。>0, 使 对 任意 k 和 任意 i= ih EL, 


7 (Xu) 
e S PDEA ae 


对 任意 x EX R. 
(b) 可 以 选择 到 满足 式 (5 6) 的 测度 4 , 且 或 者 
(i) HSER BRE A, 满足 变换 性 质 


AU (A)) =exp P(D,) | „PC Px) d HO) 


或 者 
(li) HE f 之 下 是 不 变 的 , 即 对 任意 ge C(E), 
| g(x)d (x) = | gU (x))d#(x) 


证 明 (a) 固定 weE。 由 式 (5.2), 对 ,m= 1,2,…， 
Sin POX) =S, P(X) + S, HU *x) (5.7) 
到 指数 函数 并 求 和 则 由 式 (5.4) 


Lo OPS PO) = E exp(S, PO)exp(S. PU x) 
= 2% expl poep, bf) 


il 


2 apso) 2 exp(S, $0) 


xij MME 


IN 
ga 
m 
O 
x 
ar) 
a. 
a 
om 
= 
Mm 
om 
x 
2 
Z 
Š 


z:f"2=w 
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如 果 记 


xij AFW 


s= 2 exp(S, pO) 5.8) 
则 上 式 即 是 下 面 的 不 等 式 的 右边 不 等 式 


O'S, Sy ZS Spam Ses Sp (5.9) 

而 左边 的 不 等 式 可 以 利用 式 (5.4) 的 另 一 个 不 等 式 用 相同 方法 得 
到 。 取 对 数 且 记 a,=logs,, 即 得 

a,ta.—b<a,,.<a,t+a,+b 


由 系 1.2, lim a=lim, -eq logs, 存在 , 即 在 这 种 情形 下 


极限 (5.5) 对 每 个 i = (ipi) FH, HF xF o oF w., AH 

式 (5.4) 知 极限 ($.$ ) 存在 , 并且 对 任意 选取 的 x. © 各 极限 是 相同 

的 . 同时 注意 到 如 果 把 系 1.2 应 用 到 序列 (a,) 和 (一 a), 则 可 以 得 
到 对 任意 的 k, kP(b)—b <a, <kP(h) +b, Bp 

e-’exp(kP()) S S, Se’exp(k P( 9D)) l (5.10) 

现在 通过 在 员 上 定义 离散 测度 ,并 取 m 一 % 的 极限 的 方 

法 构造 一 个 满足 式 (5.6) 的 测度 。 对 m = 1,2,… 和 任意 集 A, 定义 


ee E, 6A 


( 即 是 对 所 有 在 4 中 的 F,o…oFiw 点 求 和 )。 显 然 n 是 支撑 在 E 

上 的 离 敬 测度 (由 于 we E, 故 对 所 有 满足 /"x=w 的 x, 有 xeE) 

H h(E)=1。 于 是 存在 支撑 在 E 上 的 波 雷 尔 测度 x, ERNE 

列 人 的 弱 极 限 ( 见 命题 1.9). 

当然 A(E)= 1。 而 且 , 如果 iel Ak <m, 利用 式 (5.7), 则 

u= E exp(S, $0) 
AL 
5 


» 
之 _ exp(S, P(x)exp(S__, Hf *x)) 
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于 是 :如 采 y 是 XX 的 任意 点 ,由 于 ft: X, 一 XX 是 双 射 , 则 由 
式 (5.4) | 
oH, (X) < si‘exp(S, go) Eres, sP) 

<en (X,) | | 
或 者 
O HAX SS exp pO) E, exp(S, a E) 

<e't,(X,), | 

利用 式 (5.8) 得 


eh (Xx) <exp(S, p(y) -二 sen) 


故 由 式 (5.9) . | 
eh (X) Ss, 'exp(S, PO) eH, (X,) 
以 上 对 所 有 m2 k 者 成立, 所 以 (4,) 的 子 序列 的 弱 极限 上 满足 
eRe HX) <” 
Ss, exp(S, f(y) 
利 HA © 10) 即 得 不 等 式 (5.6). 
“AYE (b) 可 由 定理 5.5 得 出 ， 而 定理 .5 将 在 5 3 节 中 证 
AA a 


e??? 


由 式 (5.5) EMH PIO) 称 为 中 的 拓扑 压力 或 压力 ,对 某 个 
>0 满足 式 (5.6) 的 测度 称 为 中 的 Gibbs 测度 。 由 定义 知 中 的 
任意 两 个 Gibbs 测度 是 等 价 的 。 上 别 已 经 证 明 J cookie-cutter 
集 支 撑 一 个 Gibbs WE. 

在 式 (5.5) 中 可 取 x, 是 X, 中 的 任意 点 ， 由 于 Fo oF, :X —> 
XC X ERIT, EEE — AY x, € X,, 满足 Fo.. ‘oF, X =X, 
或 者 等 价 地 满足 f'x,=x,。 于 是 ,对 iel, 可 以 选取 点 x,E XH 
三 2 个 的 不 动 点 的 集合 , 即 是 那些 具有 的 周期 能 除 尽 kk 的 了 的 
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周期 点 的 集合 . 这 就 导出 了 下 面 的 可 以 避免 提 到 XX 的 关于 压力 的 
表达 式 : 


P()=lim — log F. exp(S, h(x) (5.11) 
kw K xe Fix f* 


=lim = log È ep $+ $f) +--+ YF") 
其 中 FiS RR /* 的 不 动 点 的 集合 。 
5.2 维 数 公式 
通过 适当 地 选取 李 卜 希 效 函 数 ,上 一 节 的 理论 可 以 转化 为 
通过 压力 表达 的 关于 cookie-cutter R E 的 优美 的 坚 其 道夫 维 数 
公式 ， 
为 了 寻找 集合 的 豪 斯 道夫 测度 和 维 数 ,需要 估计 式 (2.7) 中 的 


和 。 对 cookie-cutter 集 E, 自然 要 利用 由 区 间 {X,:iel} 提供 的 EE 
的 覆盖 。 只 要 选取 上 {E max, XIS, 则 


HES ¥ |X; 5.12) 


Sd —> 0, 
H(E)<S lim inf $ IX, (5.13) 
由 此 可 知 ， 对 任意 使 上 式 的 下 极限 有 限 的 5， dimsE<s 。 然 而 ， 
正如 我 们 将 要 看 到 的 ,还 含有 更 多 的 内 容 。 在 了 的 非常 一 般 的 条 
FEF ,这 些 和 有 非常 好 的 性 状 , 它 满足 2 iel X il X exp (kP), 这 
里 尸 是 某 个 函数 的 压力 .于 是 压力 只是 第 k 层 蔡 套 状 区 间 长 度 的 s 
次 医 和 的 指数 增长 速度 . 而 且 , 在 式 (5.13) 中 的 极限 给 出 34(E) 的 
下 估计 同时 也 是 上 估计 , 故 豪 斯 道夫 维 数 等 于 使 已 =0 的 数 s, 更 
进一步 , 天 在 巨 上 的 限制 是 Gibbs WE. 
对 se 在 式 (5.1) 中 取 
P(x) = — sloglf '(x)| (5.14) 
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并 把 压力 P( 一 slog| 了 小 看 成 随 s 变化 ,其 中 f' 是 了 的 导数 . 那 
么 任意 选取 x,EX,, 利用 式 (5.2)、(4.16) 和 (4.18), 式 (5.5) 变 成 


P(~ slogl/ ')=lim + log Ze 人 -aoglrUea) (5.15) 


1 
=lim — NF) Cx) | 
lim -7 log LIS ) (x (5.16) 


_1. d s 
=lim = log } IX. (5.17) 
(注意 上 式 与 式 ($.13) 的 相似 之 处 ,) 下 面 考察 P( 一 slog|f 小 随 s 
变化 的 情况 . 

引 理 5.2 


X se R AM O>0, 
-ôm, < P(- (s+ d)loglf 'I)— P(—slogif ')< —ém, (5.18) 
其 中 
0<m, = infer yxloglf O) <supser, yxloglf ‘| =m, <%, 
FH, P(-slogif') 对 s 是 严格 递减 和 连续 的 , ARE 
lim. P(~ slog| f | )=% 和 1im,.。P(—sioglf ‘)=- ©, 
证 明 对 5>0 


= log mo? È (s+ Ooglf es) 
log > (on( 3 È — slog| f (f eoljexp(- stm 
os( Bor 》 之 ~ slogif U1)) -om, 


令 k 一 0 并 利用 式 (5.15) 得 到 式 (5.18) 的 右边 不 等 式 .左边 不 等 
式 用 相同 方法 可 以 得 到 。 口 


~- ~ 
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于 是 P(-slogif )DHABAAB 5.1 所 示 的 形式 (函数 是 凸 
的 , 见 练习 5.5)， 特 别 , 存在 唯一 的 数 s 满足 P(—sloglf ‘|)=0. 
这 个 数 即 是 cookie-cutter R E 的 豪 斯 道夫 维 数 。 


定理 5.3 


BE ;是 唯一 满足 下 式 的 实数 | 
P(— sloglf ‘})=0 (5.19) 
那么 dim,E=s 且 0< H(E)<0, FH, H EE LAR 
Gibbs 测度 , 特别 , 存在 数 a, > 0, 使 对 任意 icl, AUER k, 
a XI HEN X)<a,|X,! (5.20) 
证 明 设 s 由 式 ($.19) 确定 ,对 这 个 s, 取 P(x) = —slogif O), + 
A 是 由 定理 $.1 给 出 的 相应 的 Gibbs WWE. 由 于 P(p)=0, WHE 
意 x EX ,任意 Le 及 所 有 上 k, 式 (5.6) BA 
a, SU(X,)/exp(S, PX) Sa, 
故 利用 式 (4.16) 的 链条 法 则 , 即 


a, ` < U(X 0erp(- s È logif Q w) =MX JIS YOA Sa, 


联合 上 式 以 及 式 (4.18), 知 存在 数 a,, 使 对 任意 i 
ae HX, 
a;'< ncaa Sa, 

于 是 , eH ERK, BESTE X COWES IX.) a 
比 的 概率 测度 . 

由 有 界 畸 变 原理 的 推论 , 测度 & 可 能 与 巨 上 的 豪 斯 道夫 测度 
有 关 。 设 xe 匹 , r<caalXl (4.2 节 的 记号 ), 下 面 来 估计 KB(x,r)), 
这 里 B(x,n) 是 中 心 在 x 长 度 为 2r 的 区 间 (一 维 球 )。 利 用 式 (4.6) 
可 以 找到 整数 上 和 icl, Exe X, A 


[X |Sr<cx)|X |. 


(5.21) 


由 式 (4.24) 知 ， 
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H(B(x,Ar))< U(X ) <S HB(x,r)) 
这 里 4=dbi'ci, 是 与 x 和 + 无 关 的 , 故 由 式 (5.21) 
a7 ‘(B(x,Ar) < |X ,< a,u(B(x,r)) 

于 是 , 存在 b,>0 使 

bz'r'< nu(B(xr) <b, (5.22) 
对 任意 Xe E 和 充分 小 的 + 均 成 立 。 由 命题 2.2 知 b-!<< H(E)< 
2'b,, Hdim E =dim,£=s, 类 似 地 ,可 推出 人 等 价 于 s 维 豪 斯 道 
夫 测 度 在 已 上 的 限制 , 即 对 每 个 波 雷 尔 集 A, b HENA) 
< H(AYS2b, H(E N 4). 取 4=X, 并 联合 上 式 与 式 (5.21) 就 得 
到 了 式 (5.20)。 CO : 


Pts tog 1f "1) 


图 5.1 关于 一 个 ( 两 部 分 ) cookie-cutter 系统 的 压力 i 
函数 P(—slogif 的 形式 | 


可 以 从 几 个 方面 考察 维 数 公 式 (5.19)。 选取 式 (5.16) 中 的 x， 
为 广 的 不 动 点 ,就 像 在 式 (5.11) 中 一 样 ， 通过 动力 学 的 术语 得 出 
的 dim E 是 等 于 满足 下 式 的 s H. 


O=tim+ tog F IFYO 
x€Fix f | 
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同 标 利用 式 (5. 17), dim,E 是 使 


tm 人 2, xr) =] | (5.23) 


的 s 值 .而且 , 在 式 (5.20) 中 ,对 所 有 fer, A, 即 知 对 任意 上 
0<a;' H(E)<) n lX <a, H(E)< oo. 于 是 这 些 自然 的 和 给 出 
了 关于 豪 斯 道夫 测度 的 界 , 可 将 这 些 与 式 (5.13) 比较 。 

在 三 是 自 相似 集 以 及 已 和 已 是 相似 比 为 mr Ar 的 相似 变 
换 的 特殊 情形 ,dimsE 是 满足 产 + 产 =1 的 数 s, 见 式 (2.42) ,这 里 
f*:X,. 悦 半 是 相似 比 为 (,…r,)"! 的 相似 变换 , 故 


2 I x)= È (r, ern) = (ritr) =l 


利用 式 (5.16), s 满足 P(—sloglf 小 =0, 故 压 力 公式 确实 是 关于 自 
相似 集 的 维 数 公 式 到 非 线性 集 上 的 推广 ， 

值得 注意 的 是 , 通过 考察 压力 公式 的 导数 , 对 式 (5.16) 的 收 
敛 速率 有 一 个 控制 ， 事 实 上 , 如 果 对 x,y eX AM el, b 是 使 
silosiy YJ- logy ms 的 数 , 则 对 任意 大, 

P- soglf D- 下 log PIYE- 5.24) 

见 练习 5.2, 上 式 与 式 (5.18) 一 起 , 使 对 dimaE 的 通 近 的 精度 能 
得 到 估计 ， 
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本 节 介 绍 关于 热力 学 形式 体系 的 一 些 稍微 复杂 的 方面 ,同时 
导出 压力 的 一 个 可 供 选择 的 特征 .测度 起 的 主要 作用 是 在 
cookie-cutter 图 数 f 下 的 不 变性 , Eh E 文 撑 的 测度 XT ES 
ESA g: E> R RR 


| a(S deC) = | godno) 8.25) 
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上 式 等 价 于 对 每 个 波 雷 尔 集 4, USAHA). EFt 
将 导出 不 变 原 理 , 即 压力 是 对 巨 上 的 所 有 不 变 概率 测度 4 的 一 定 
的 表达 式 的 上 确 界 。 

为 进一步 论证 , 首先 要 证 明 可 选择 定理 5.1 中 的 测度 为 不 
变 的 .这 个 特别 的 , 同时 也 是 相当 微妙 的 论证 通常 需要 利用 算 子 
L, 的 性 质 , 通过 泛 函 分 析 的 方法 来 实现 的 。 

W EERKF f i cookie-cutter FF, pE — R Em EPR 
WENER IO C(E) Æ E EASES ZS, 定义 变换 
算 子 或 称 Sinai-Bowen-Ruelle #.7- Ly: C(E) > C(E) A 

(Lyg x) = g(F xet? + g(F xett» (5.26) 

= È goer” (5.27) 

| 生子 Ls 是 线性 的 Lag +g) Leg, +L 4g, 和 1 (4)= A(L gg) Xt 

数量 成立 ) 和 正 的 ( 即 如 果 对 任意 x EE, g(x) >0， 那 么 对 任意 
XEE, (Lyg)(x)>0). 

At Ta SHV STL. i Ly Lohk KER 
有 Lig =L(Lgg), 等 等 ) 通过 对 式 (5.26) TRIEN, 可 得 

(LOS 2. GF, oF x)exp[ P(F, o OFX) 


+ PFO OF X) + + BF, x) 


= J, g(F,ooF,x)exp(S, Pp(F,o.oF, x)) (5.28) 
{hi) Ef | l 


下 面 的 联系 二。 和 /的 恒等式 是 有 用 的 。 设 g,,g,e CE), 则 
LGS L af EDF et 


j È, CRETA CRS ai 


=g ANL 49x) (5.29) 
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变换 算 子 的 主要 性 质 将 由 下 面 的 定理 给 出 , 它 是 
Ruelle-Perron-Frobenius 和 定理 的 一 种 叙述 方法 。 
定理 5.4 


(a) 存在 4>0 及 对 xe E, 恒 大 于 零 的 w(x), H we C(E), 使 w 是 
L, 的 具有 特征 值 4 的 特征 函数 , 即 


Liw=Aw - (3.30) 
b) 存在 支撑 在 E 上 的 波 雷 尔 概率 测度 u, 使 对 任意 ge CE), 
| (wan=z| gd (5.31) 
(c) 对 任意 的 geC(E), 由 
| gav= | gwdH (5.32) 


fe MAW REY ES 下 是 不 变 的 . (假设 w 是 规范 化 的 , 故 
WE)=1,) 
证 明 由 于 PRE AAO , MEER BAK A a>0, 使 对 
x,y EE A i=1,2, li -Pniget Be <1 如 式 (4.4) 中 一 
样 ,固定 *>0 Hac, taxa, 设 hp=e-"s >0, 其 中 |EI 是 E 的 
直径 . 定义 

B={g E C(E) :对 任意 x,y EE, B<g(x)<1 & 
| g(x) Sg(ye""} 

则 B ÆR ( 即 如 果 9,.9, € BA O<t<1, WW tg, +(1—Hg,€B), HB 
Æ C(E) 的 同等 连续 的 子 集 , 故 由 Arzela — Ascoli 定理 知 ,B 是 
C(E) ER I le 之 下 的 紧 子 集 。 下面 证 明 工 。 的 一 个 规范 化 的 
形式 将 B 映 射 到 它 自身 ,也 即 它 具有 不 动 点 ， 

设 g 满足 

OSg(x) Sge” (x,yE E) (5.33) 

那么 如 果 x,y E E, 则 |Fx 一 Fy|<c,,slx 一 yl, 故 由 式 (5.26) 
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(L49)(x) < 5 g(F yje e eA) 
i=12 


< eu(L,g)(y) (5.34) 


利用 Tyg) = Lg /lL eglle 在 B 上 定义 规范 化 的 映射 T, 
由 上 面 知 , 对 x,y EE, (Tyg)x<ew (Tsg)(y)。 由 于 Tgll。=1， 
所 以 ,对 任意 ye E, B=e""<(Tyg)(y) <1. FET, RA E A 
集 B 到 它 自己 , 故 由 Schauder 不 动 点 定理 , 存在 weB 使 
Tow=w, 或 Low=4hw, 其 中 4=|ILwll。 由 于 weB, 即 得 
w(x) >0 和 4>0, 这 就 完成 了 (a) AERA. 

现在 定义 测度 集合 M={u:sptuckE Al (wde=1}, XB w 
如 (a) 中 所 示 。 可 把 M 看 作 是 E 上 的 连续 线性 函数 空间 C(E)* 
MPR. 也 许可 以 等 同 于 E 上 的 符号 测度 集 。 WLI 为 C(E)* 
上 的 映射 Lo 的 对 侦 映 射 ,对 ge C(E)，Ly 由 下 式 定义 : 


Jaa; 由 = | (Lyg)d1 (5.35) 


那么 对 4 EM 


| wa( 二 ry)-| (L,w)dH -| wdA= | 


因此 了 了 Loe M 映射 到 它 自 己 。 由 于 MERR, HER- H 
扑 的 意义 下 是 C(E)* 的 紧 子 集 , 由 Schauder 不 动 点 定理 知 , 存 
在 测度 ke M, 使 了 LE pam, 于 是 由 式 (5.35) 保证 了 式 (5.31) 
RE, 可 用 常数 乘 /使 A(E)= 1 ,这 就 保证 了 /是 如 (b) 所 需 的 概 
RWE. 

为 验证 由 式 (5.32) 给 出 的 v 是 在 S 下 不 变 的 , 设 ge C(B), 
则 . 
| soar- | g(x)w(x)d U(x) 由 式 (5.32) 


eh | gCO(Liw)CodA(a) 由 式 (5.30) 


5.3 不 变 测度 和 变换 算 子 96 
一 人- | (Ls((gof)xw))(x)d4(x) 由 式 (5.29) 


= | (gof )(x)w(x)d L(x) 由 式 (5.31) 


-jo RGD 


O 

变换 算 子 有 许多 其 它 重要 的 谱 性 质 , 这 里 就 不 深入 介绍 了 
例如 ^ 是 重 数 为 ! 的 特征 值 , 且 使 L, 的 谱 的 留 数 是 在 一 个 半 名 
严格 小 于 4 的 圆 盘 内 ， 

变换 算 子 与 压力 P(q$) 有 密切 的 关系 定理 5.4 的 特征 值 2 
结果 是 等 于 expP( 四 ), 而 且 4 和 v 则 是 关于 中 的 Gibbs 测度 ， 这 
苹 在 下 个 定理 中 阐述 的 内 容 , 它 通 过 证 明 Gibbs 测度 可 以 选取 为 
不 变 测 度 而 推广 了 定理 5.1. 


定理 5.5 


设 4 4 和 ?如 定理 5.4 中 所 述 ， W log4=P(), H. u A y Æ 
KF 中 的 Gibbs WF, FÆ uM vE E 上 的 波 雷 尔 概率 测度 ， 
对 任意 k Hiel, xeX, ,存在 数 a,>0, 使 


a; -I< HX) V(X,) <q 
exp(—kP(p)+S, px) > exp(—kP(P) +S, do) ~~” 


| (5.36) 
测度 v 在 了 下 是 不 变 的 . 测度 H 对 任意 波 雷 尔 集 ACE 
上 = 1,2,… 满足 


Hf CO)-expkR( 骨 | expC- S, ADANG) (5.37) 


证 明 记 1 为 集合 4 的 示 性 函数 . 设 1 =(i,,…,i) el 由 于 
FO OF x EX BAW j =i, =i, 成立 ,因为 x ef *(A) 
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当 且 仅 当 对 ACX n Fo oF) © A, 所 以 由 式 (5.28) 知 , 对 
ACX, NE, | 
Lyfe ** 1 (0) = exp(— S, HF, 0 oF xL (F077 OF x) 
x exp(S, (Eco…oF x) 
law) 


两 边 积分 并 利用 式 (65. 31)k 次 , 即 得 
Hf a=] lra (x) dux) 


= | L (e= (dux) 
=i" | es oau 


-af std a(x) (5.38) 


Xf iel, 上 式 对 任意 包含 在 X, 人 站 E 中 的 波 雷 尔 集 4 者 成立 , 故 
由 可 加 性 知 式 (5.38) 对 任意 波 雷 尔 集 4cE 成 立 ， 在 式 (5.38) 中 
$ A=X N E, 利用 式 (5.4), 则 对 所 有 y EX,， 
eS Ate SUX )<e? 
对 所 有 的 iel 求 和 ,并 与 式 (5.5) 比较 ,显然 有 Pp) =log4, 故 由 
式 (5.38) 得 到 式 (5.37), 同时 也 得 到 关于 的 不 等 式 (5.36)。 因 为 
由 式 (5.32) 
(inf w(x))H(X1)S X) S Gup w(x))H(X) 


XE 0 <inf,,,w(x)<sup,_,w(x)< © > EERE SE BAINE v, 式 (5.36) 
ERZ. g 


”注意 , 由 定理 5.5 立即 可 以 得 出 定理 5.1 的 (b) 部 分 
现在 容易 推出 Gibbs 测度 的 一 个 更 重要 的 性 质 , 称 之 为 遍历 
性 。 如 果 对 每 个 可 测 的 不 变 集 4<X( 在 三 !(4)=4 的 意义 下 小 
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或 者 H(A) =0, RE H(X\A)=0, 则 称 测 度 由 关于 矿 是 遍历 的 。 
于 是 在 过 历 的 情形 , 唯一 不 变 的 集 是 那些 用 k 来 度量 时 是 平凡 的 
SR | 
如 果 A 是 不 变 集 ,那么 4= NiS (A) c NFS X =E, 
m ACE, 进一步 ，4= Uef, OF (A) ,所 以 AN X= 
F,0-+: OF (A), H 

fA N X)=A (5.39) 


系 56 


任何 满足 式 (5.6) 的 Gibbs 测度 /是 关于 / 遍历 的 
证 明 首先 设 & 为 定理 SS 中 满足 式 (5.37) 的 测度 。 如 果 4 是 不 
ER , WA ACE, 由 式 (5.39) 和 式 (5.37), 对 任意 iel, 有 


‘W(A)=H(f (A 站 区 )=expkP( 风 | — exp(—S,H00)du(x) 


Aft Xe 
”于 是 由 式 (5.4), 对 任意 xe X, 
eh(A)S<exp(kP(G) — S, Px) (ANX) © 
用 完全 相同 的 方法 ， ADER EI A, B 
exp(kP(p)- S, P(x) H(E NX) SHE) 
但 是 kK(E)=1 H 4 的 支撑 是 E, 故 联合 这 些 不 等 式 ， 对 所 有 X AB 
有 : 
MAX )= -WAHE N XDS” N X) 
由 于 { X, 门 E: iE, k=0,1…} 生成 了 E 的 波 雷 尔 子 集 , 故 对 每 
MR GRR BCE: 
H(A)H(B) Se” (A N Bj. 
取 B= E\ A, RA H(A)H(E\A)<e*u(A () (E\A)) =0, 这 就 得 到 了 
所 需要 的 或 者 L(A)=0, 或 者 LA(E\A)=0. 
由 定义 (5.6), 任何 其 它 的 相应 于 给 定 的 由 的 Gibbs 测度 v, 在 
式 (1.22) 的 意义 下 等 价 于 这 个 上 ， 因 此 如 果 4 是 不 变 集 , 那么 或 
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# v(A)=0, RF W(E\A)=0. O 


本 节 的 一 个 结 tE, Gibbs 测度 可 以 同时 选取 为 在 / 下 不 变 
和 遍历 的 . 这 样 的 测度 在 遍历 理论 中 起 到 了 特别 重要 的 作用 ,就 
如 我 们 将 在 第 6 章 中 看 到 的 一 样 ， 


5.4 HERRE 


HELT- HER, 可 以 按 此 速率 从 一 系列 重复 的 观察 中 得 
到 有 关 动 力 系统 的 信息 。 在 一 定 的 意义 下 , 等 价 的 系统 具有 同样 
的 焙 。 因 此 焙 是 动力 系统 理论 中 的 一 个 重要 的 不 变量 ， 这 里 首先 
ELH, 然后 推出 变 分 原理 : 压力 在 涉及 精 的 表达 式 中 取 最 大 
值 。 | 

下 面 继续 讨论 4.1 节 中 引进 的 具有 f: X, U X, > XMT 
EE 的 cookie — cutter 系统 。 设 4 是 下 上 的 在 /下 不 变 的 概率 测 
度 。 考 虑 下 面 的 “实验 ", 通过 观察 一 个 点 xE 的 迭代 落 入 X, 或 
X, 来 确定 x 的 位 置 。 对 j=0,1,2,…, Wi, eR fx eX, 的 整数 ] 
或 2。 于 是 把 fx 看 作为 初始 时 刻 在 x 的 质点 ,经 过 时 间 j 之 后 
所 处 的 位 置 ,把 x 看 成 是 在 ) 时 刻 质点 在 左边 (在 X 中 ) 或 右边 
(在 X, 中 ) 的 一 个 观察 。 自 然 要 提出 的 问题 是 ,k 次 观察 序列 
(X Xo X. 是 如 何 精 确 地 确定 点 的 初始 位 置 x。 特别 , 一 个 与 
给 定 的 观察 集合 相关 的 x 的 集合 的 测度 值 

u(x: f'xE Xp 对 j=0,1,,k—1}=M(X,..,) (5.40) 
是 怎么 样 的 ?如 果 这 个 测度 是 较 小 的 ,那么 x 是 由 这 上 次 观察 
(根据 测度 4) 较 准确 地 确定 。 

如 果 对 给 定 的 x EE, 发 现 对 充分 大 的 k, WX, n) XA BY, 
这 里 0<c<1, 那么 随 着 每 次 成 功 的 观察 , 我 们 可 以 利用 一 个 大 约 
等 于 c 的 因子 改善 对 x 的 位 置 的 了 解 。 于 是 关于 x 信息 获得 的 速 
率 大 概 为 
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—loge = — = logu(X, .., J= 一 > logu(X,) (5.41) 


这 里 t=i,,i,,°,i,.,. 4X MARRS x, 而 x 在 试验 中 事先 是 
不 知道 的 。 然 而 , 关于 测度 人 ,对 所 有 属于 E 的 x 按 式 ( 5.41) 
PARTE TS TAI 


~~ > = H (X Jlogu(X,) 


它 表示 在 时 间 ( O<j<k-1 中 获得 的 信息 的 平均 速率 ， 当 大 -> 00 
时 , 取 极 限 就 得 出 了 对 全 部 时 间 的 平均 值 ， 
这 种 启发 式 的 讨论 , 引导 我 们 做 出 /的 关于 测度 HAE 
义 为 : 
h,=h(f)=lim— EAXNogAX) (5.43) 
当然 ,这 里 要 事先 假定 极限 存在 ,利用 半 可 加 不 等 式 可 以 证 明 这 点 . 
命题 5.7 


设 上 是 支撑 在 f 的 斥 子 E 上 的 不 变 概 率 测度 , 则 由 式 (5.42) 
RE ARG h,(f ) 存在， | 
证 明 只 要 证 明 序列 È ,一 U(X,)logh(X,) 是 半 可 加 的 ， 则 由 全 
题 1.1 可 知 极限 (5.42) FE. 

为 简洁 起 见 , 记 W(t) = ~ tlogt (t>0), Y (0) =0, KAW Æ 
[0,%) FAM gee, 即 - 少 是 凸 画 数 。 对 正 整 数 i 和 上 六 和 任意 | 
icl, jel, 假 设 U(X,)>0 对 任意 jel 成立 , AA V HIE LA 
题 1.4) 以 及 ?yoH(XE )= 1， 

W(U(X,)) = (Jux D) 


= /人 U(X )M(Xy)/HX, ) 
> E UXX DAX) 
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E V AEX, N 


Mux > ZAX, eo (logu(X,)—logu(X ,)} 


> EUX OBH) +E WX p) | 


MR J EL (E HK) = 0, 则 可 以 通过 对 那些 满足 U(X) #0 的 J el 
求 和 得 到 相同 的 不 等 式 ， 现在 对 全 部 tel 求 和 , 注意 到 由 于 4 
是 不 变 的 ，2 A(X)= AX), 即 得 : 


ZZ WuX 2 和 H(X)logu(X,) to W(H(X,)) 


于 是 | 
2 VEKDS LHX) +L VEX) 


换 句 话 说 , 即 序列 a, = Da VXD = 站 4 一 U(X loge x,) 3 
足 半 可 加 性 质 (1.2) , 故 由 命题 1.1 知 极限 (5.42) 存在 。 O 


FKE, WR (5.42) 显示 出 的 更 为 一 般 . 如 果 
X=Y U …U Yn, BX RI RAE (TWH) ATF” WE 
意 划分 , 可 以 对 每 个 j, 观察 使 /ixeY, 即 x 的 迭代 反 落 入 的 盒子 
FIY SY), HDPE TEE 


üm- ~ PuY,. ua)logH(Y, ..,.,) 


k — 外 


RE Yoa =f{x fey, j=0,1,…,k 一 1}。 值 得 注意 的 是 ,这 
个 极限 存在 , 且 对 任何 合理 的 划分 了 Y, U- ‘UY, BREA h od ) 


(合理 是 在 如 下 的 意义 上 的 ,如 果 上 充分 大 , 观察 到 的 (了 p a) 
在 几乎 所 有 xE E 之 间 是 可 分 辨 的 )。 然 而 为 了 我 们 的 目的 ， er 
(5.42) (FAH NCAR ABT. 


变 分 原理 刻 划 了 压力 作为 所 有 不 变 概 率 测度 的 一 定 的 表达 式 
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的 最 大 值 的 特性 . 为 了 证 明 这 点 ,需要 下 面 的 关于 不 变 测度 的 积 
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W E fea FAY cookie-cutter 集 , 设 Pi E> R EF hir Kes 
数 , 且 设 人 是 巨 上 的 不 变 概率 测度 。 那 么 对 任意 选取 的 xE X,, 


| POdp=lim — YS, PDX) (5.43) 


证 明 首先 注意 到 , MR 4 是 不 变 的 , 那么 对 任意 I, [b(ode= 
(OU odu 重复 应 用 式 (5.25)), 所 以 


sedan= [È bdan T |s G(x)d i | (5.44) 


因此 , MRE CEL, xX, 利用 有 界 变 差 估计 式 (5.3) 和 由 于 
ME)= 1， 通 过 分 割 积分 区 域 , 即 得 : 


| sean 元 dS, He a(x 


下 5 ( | SoCoda 一 8 poou )| 


iei 


2 H(X ,)max|S, (x) ~ S, A(x ,)| | 
& k — œ 即 得 式 (5.43)。 O 
定理 5.9 ( 变 分 原理 ) 


RP: E>R ES ARMM, 则 上 确 界 
P(p)=sup{h,+ [ode :4 是 巨 上 的 不 变 概率 测度 } 
在 定理 5.5 中 的 不 变 Gibbs 测度 v 处 取 到 ， 
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证 明 对 任意 iel, 选取 x,&X,。 对 上 =0,1,2,… 和 不 变 概 率 测 
BE, 利用 系 1.5 定义 


PH) = THAXO logAXI+S px)] (5.45) 


< 二 log YiexpS, dx ) 
fel, 


& k > oo, 注 意 到 分 别 从 式 (5.42),(5.43) 和 (5.5) 可 以 得 到 上 面 这 
个 不 等 式 中 三 部 分 的 极限 ,于 是 
| h,+ | bax <PH) 
为 看 清 定理 5.5 中 的 不 变 Gibbs 测度 v 使 上 式 的 等 号 成 立 ， 
注意 到 由 式 (5.36) 
PO)? y LYX- oglak +S, ADES A] 


ie 


= 元 LX pi —loga, + kP( 9)] 


=P($)~ — loga, 


结合 式 (5.45)( VA y BEAR HL) IFS k > o, 再 一 次 利用 式 (5.42) 和 
(5.43), BB h,+[odv>P(¢), CO 


v= 一 slog|f 和 利用 定理 5.3, 可 以 得 到 关于 乒 子 E HAN 
道夫 维 数 的 变 分 公式 。 即 存在 唯一 的 实数 8 使 
0=sup{h,—sflogif an :4 是 E 上 的 不 变 概 率 测度 } 
5.5 进一步 应 用 


本 章 的 方法 以 及 4.2 节 的 基本 有 界 变 分 原理 , 适用 于 许多 其 
它 的 动力 系统 和 迭代 函数 系统 。 这 里 列举 一 些 进一步 的 情形 , 在 
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这 些 情形 中 , 有 关 的 吸引 子 或 斥 子 支撑 着 不 变 的 Gibbs 测度 , H 
满足 变 分 条 件 ,而 它 的 维 数 可 以 通过 压力 求 出 。 


约 可 微 性 条 件 


热力 学 理论 只 需 在 关于 中 和 上 的 较 弱 的 条 件 下 作 少 许 的 修 
改 就 能 成 立 。 关 于 有 界 变 差 原理 , 只 要 中 是 以 某 个 2>0 为 指数 
的 Holder 连续 函数 就 成 立 ( 故 用 以 下 条 件 


I P(x) —P(y)| Sax — yl (5.46) 


替代 李 卜 希 效 条 件 (5.1)), 见 练习 5.1。 因此 , 关于 有 界 畸 变 原 
理 和 维 数 公式 , 只 要 f'(x) 满足 &-Holder 条 件 就 足够 了 ， 在 这 种 
情况 下 , 称 了 属于 可 微 族 on, 


更 一 般 的 迁 代 函 数 系统 


XE RATS, FoF, 是 C*- 压缩 映射 (或 对 某 个 
E>0 的 CC 一 压缩 ) ,具有 满足 E= UTF 的 非 空 紧 吸 引子 
E. Wn = 1 AER X EHF O- 是 不 相交 的 集合 , 那么 将 
第 4 章 和 第 3 章 分 析 过 程 稍 作 修改 就 可 证 H m- 部 分 
cookie-cutter $ E” 是 近似 自 相 似 的 , 并 且 维 数 可 由 P(—slogif h 
=0 得 出 ,这 里 , P 的 定义 式 (5.5) 中 的 和 是 对 整个 指标 集 工 = 
1 Sim} 求 的 , 见 图 4.4. 

对 高 维 的 情形 就 更 复杂 了 。 设 关 是 R' 中 的 一 个 “好 的 ， W, 
Hm R 自身 , 或 者 是 凸 集 或 具有 光滑 边界 的 连通 域 。 如 果 可 微 
映射 F :X 一 XX 的 导数 扬 (x)( 看 作 是 线性 映射 ) 是 相似 变换 ， 
则 称 是 保 形 的 。 于 是 保 形 映射 是 * 局 部 相似 "的 , 它 将 小 的 区 域 
变换 成 几乎 相似 的 象 。 设 Fo F, X> 六 是 内 射 并 是 C?- 保 形 
压缩 映射 。 如 果 对 i=1,…,m, X= F(X), XX, 是 不 相交 的 ， 
我 们 将 这 个 IFS 的 吸引 子 E 看 作为 函数 f:X U UX >X 
BURP , 并且 如 果 x EX, 则 f(x) = F7'(x)， 这 里 进行 的 分 析 或 多 
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或 少 与 第 4. 5 章 中 的 分 析 类 似 , 但 这 里 利用 了 链条 法 则 和 中 值 定 

理 的 高 维 表达 式 , 得 出 有 界 变 差 和 畸变 原理 以 及 E 的 近似 自 相 似 
性 。E 的 维 数 通 过 求解 PC- slogi f |) =0 可 以 得 到 ,这 里 | 六 
是 导数 1 的 扩张 比 ,，E 支撑 着 一 个 不 变 Gibbs 测度 HH 
K(X) X |X}. 

WR XX, 不 是 不 相交 但 E 满足 开 集 条 件 ,IFS RIFE 

不 总 是 等 同 于 动力 系统 的 斥 子 。 然 而 通过 对 保 形 映射 F,,…FF 而 
不 是 对 y 的 研究 ( 即 用 (Flo…o 瓦 ) RE SLX, >X, 并 利用 
式 (4.10) 定义 的 S, p) 可 以 用 相同 的 方法 得 到 相应 的 理论 ， 


有 向 图 系统 


热力 学 形式 系 中 有 一 个 有 待 处 理 的 由 由 式 (3.12) 定义 的 有 向 图 的 
FREER. X eeE, 取 F,:X 一 XX 是 适当 的 集合 族 XX,， XER” 
上 的 C- 压缩 映射 ,并且 得 到 一 族 满足 式 (3.12) 的 集合 E, E 
在 一 定 条 件 下 ,这些 集合 的 全 体 也 许 是 以 F. 为 局 部 逆 的 某 一 一动 
力 系 统 HET. E XCR, RE XCR H F, 是 保 形 映射 的 情 
形 下 ,热力 学 形式 体系 导出 了 与 系 3.5 的 公式 p(L4e7) = 1 中 的 “ 压 
力 相 似 的 量 " 以 及 E, 上 的 Gibbs 测度 。 


Julia 集 

某 些 复 解析 函数 SC 一 C 的 Julia 集 是 一 族 非常 重要 的 近似 
日 相 似 集 .( 注意 这 里 要 求 / 是 解析 的 , 意味 着 相应 的 实 函 数 
JiR? 一 RR? 是 保 形 的 ,) 那 么 f 可 能 有 斥 子 E, 故 存在 E 的 一 个 邻 
域 X(Ecint(X)), f 在 XX 上 是 扩张 的 ,此 时 对 zex, If '(z)|>1,， 
HER E= {ze X :对 任意 k=1,2,…,f/*(z)e XX}。 这样 的 集 E 是 
了 的 Julia 集 对 “大 多 数 " 复 数 c, BR Sf (2)=2 +c 是 这 种 情形 
的 一 个 例子 , 特别 当 |c| 较 小 时 ,E 同 胚 于 一 个 圆周 , 而 当 lc] 较 大 
时 , 是 完全 不 连通 的 , 见 FG, 14.3 节 。 在 f(z)=z+c, |c| 较 大 
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的 这 种 最 简单 的 情形 , YT DAE SX Ef) 有 两 个 分 支 
FF X> X Me RARE , 见 图 S.2. 那么 Julia R E ER 
形 IFS{F,,F,} 的 吸引 子 。 于 是 E 是 近似 自 相 似 的 , HARMER E 
数 和 盒 维 数 都 可 由 P( 一 slog|f ‘|)=0 得 出 . 

对 其 它 解析 函数 fC 一 C, 经 常 可 以 找到 一 个 分 解 
E= EU…UE,( 称 为 E 的 马尔 可 夫 划 分 ), 及 一 个 元 素 为 0,1 
AERE J AIX E = 1 ESCA PARE OF, E, 一 E, ERT i, K 
数 忆 ,是 互 附近 的 三 -的 一 个 分 文 。 这 本 质 上 是 一 个 保 形 上 映射 
的 有 向 图 系统 , 见 图 5.3。 如 前 所 述 , 由 热力 学 理论 得 出 了 Julia 
R E 的 维 数 是 P( 一 slog|f ‘|)=0 的 满足 0< If(E)< oo 的 解 。 

热力 学 的 方法 导出 了 许多 Julia 和 集 的 进一步 的 性 质 。 例 如 ， 
Mec RUNT, dim (z +c 的 Julia 集 ) 渐 近 于 1+ I\c?/4log2, 而 对 
较 大 的 c, 则 渐 近 于 2log2/loglcjl。 这 个 理论 可 以 延 拓 到 更 一 般 的 
多 项 式 和 其 它 解 析 的 函数 ， 
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图 5.2 f(z) =27+0.54+0.33 89 Julia 集 ,在 由 /的 道 的 两 个 分 支 
所 组 成 的 IFS 下 , 它 是 一 个 自 保 形 和 集合 
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El 


53 f(z)=72+0.279+0.3i HY Julia $ E. 这样 一 个 集合 利用 马尔 可 夫 划 分 
E-E,U E, 可 以 看 作 是 一 个 有 向 图 集 ， 在 以 F, 和 F, 作 为 / -! 的 ' 东 
北 " 和 “西南 "分 支 的 同时 , 并 有 E =F (E )U F(E) 和 E,=FAE,)U FAE,) 


R" 上 的 非 保 形 斥 子 | 

虽然 在 一 些 特殊 情形 取得 了 一 些 进展 , 但 要 将 热力 学 形式 体系 
推广 到 那些 非 保 形 映射 上 去 就 不 那么 容易 了 , 例如 , 记 $ 是 把 区 间 
[0,1] 的 端点 0 和 1 重 迭 在 一 起 而 形成 的 圆周 , 设 fsx R—+sxR 
是 一 个 保持 垂直 线 的 扩张 映射 , 即 对 适当 的 /, 和 所 ,有 /f(x,y) = 
U0),f(%,y) .那么 有 一 条 环绕 柱 面 $xR 的 斥 子 曲线 , 在 一 定 的 
RF, 这 个 斥 子 是 可 由 P(s 中 ,+ 中 ,)=0 得 出 维 数 的 分 形 曲 线 ,这 
里 P 是 压力 , p, 和 四 ,是 涉及 /在 x 和 ?方向 上 的 扩张 比 的 函数 

对 于 某 些 二 维 区 域 的 微分 同 胚 , 在 能 将 映射 分 解 成 一 个 扩张 
和 一 个 压缩 两 个 分 支 的 局 部 分 解 情况 下 , 必然 存在 一 个 与 压力 有 
关 的 ,并 给 出 所 发 生 的 不 变 的 马蹄 形 吸引 子 的 维 数 的 公式 . 
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对 不 能 分 解 成 “独立 ”方向 形式 的 函数 f ,如 图 5.4 的 例子 ， 
这 种 情形 是 相当 复杂 。 有 关 维 数 公 式 方面 已 经 取得 了 一 定 的 进 
展 ,在 12.1 节 中 概述 了 一 种 能 导出 维 数 上 界 的 方法 。 


5.4 非 保 形 映射 : (x,y) i- y, Oxy) 的 斥 子 
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在 涉及 动力 系统 时 ， 数学 家 们 经 常 要 问 的 问题 是 : 为 什么 给 
这 种 方法 冠 以 “热力 学 ” 的 名 字 ?尽管 有 关 的 内 容 不 是 物理 形式 ， 
但 是 许多 思想 , 如 Gibbs 测度 的 存在 性 首先 是 从 统计 力学 中 发 展 
起 来 的 , 许多 年 以 后 才 被 移植 到 动力 系统 中 去 . 

”为 简单 起 见 ,考虑 一 维 的 粒子 链 , 这 些 粒 子 员 位 于 整数 点 
(1,2,3,…,k) E. 每 个 粒子 只 位 于 两 个 可 能 的 位 置 之 一 ,分别 用 1 
和 2 标记 ( 见 图 5.5), 于 是 系统 的 组 态 可 以 用 大 个 数组 成 的 序列 确 
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Æ 14=(i…, 认 ,其 中 对 j= 1,…,k, i=1 或 2。 每 个 组 态 具 有 相应 
HRE ICA E, 并 且 对 每 个 实数 s, 定义 划分 函数 


Zi= E exp(~sE,.,) 


其 中 求 和 是 对 全 部 2' 个 可 能 的 组 态 进 行 的 ， 


eS 


图 5.5 具有 能 量 Ei 和 与 exp(~ sE,.. in) SLE BURNS A a a BF HR 
的 组 态 (i,、… i), 


当 粒 子 的 数目 充分 大 的 时 候 , 粒子 在 这 个 过 程 中 有 相互 作用 
并 进行 能 量 交换 。 支 配 这 种 交互 作用 的 基本 原则 是 波 尔 效 曼 定律 ， 
即 在 特定 组 态 下 , 系统 的 小 部 分 的 概率 与 这 个 组 态 的 能 量 的 睾 成 
比例 , 即 对 实数 s 
组 态 (i,…i) 的 概率 = APC Syn) 


其 中 可 以 看 成 是 系统 的 绝对 温度 的 倒数 全 以 波 尔 效 曼 
HR). 

在 最 简单 的 情形 , 每 个 粒子 的 能 量 仅 依赖 于 它 自己 的 状态 ， 
所 以 En 是 这 些 粒 子 各 自 能 量 的 和 .于 是 , 记 Alii) 为 第 一 
| 个 粒子 具有 的 能 量 (只 依赖 于 让， f Ay RRB” S liiati) = 
(i ioj), 其 中 上 让 是 任意 选取 的 , 则 
Es = P+ OY DH + Hf)) = S, H(i) 

于 是 | 
| Z, = Lexp(~s8, $1)) 
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而 对 iel, 


— exp(— sS. (1)) 
HS) 的 概率 = | 


如 果 人 允许 粒子 链 为 无 穷 , 令 k > %, 这 就 是 所 谓 的 取 热 力学 
极限 。 只 要 能 量 满 足 一 定 的 合理 的 物理 条 件 , 例如 某 种 形式 的 平 
移 不 变性 ， eu 行 于 建立 有 界 变 差 原理 和 动力 系统 的 
Gibbs 测度 的 存在 性 的 论证 可 以 说 明 : 

Zi X exp(kP,) 
以 及 对 任意 有 限 的 序 列 荆 = (人 
ASC he CBP =i, =i) 发 生 的 概率 
x exp(—sS, f(i)—kP) 
其 中 数 ， P, 是 物理 系统 的 压力 ， 这 个 概率 是 有 关 状 态 的 典型 Gibbs 
分 布 。 

与 上 面 叙 述 平行 的 , 出 现在 cookie-cutter 动力 系统 中 的 公式 

和 关系 现在 也 很 清楚 。 在 这 方面 有 如 下 的 对 应 : 


统计 力学 动力 系统 

有 限 粒子 组 态 区 间 X, 

无 限 粒 子 组 态 ERR 

能 量 E， S, P(x) 

温度 的 倒数 维 数 

划分 函数 和 pexp(S， Pe) 
压力 拓扑 压力 

组 态 上 的 Gibbs 分 布 E 上 的 Gibbs 测度 


虽然 说 * 斥 子 的 维 数 是 当 压力 为 零 时 温度 的 倒数 ， 可 能 是 
不 适宜 的 , 但 是 动力 系统 的 许 儿 竺 全 最 好 是 用 统计 力学 中 的 一 此 
平等 概念 来 研究 . 
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5.7 注 记 与 参考 文献 


关于 热力 学 方法 可 以 被 应 用 于 动力 系统 的 这 个 引 人 注 意 的 见 

” 解 由 Sinai(1972) 首先 提出 的 ,以 后 被 Bowen(1975) 和 Ruelle 

(1978) 进一步 发 展 . 后 两 本 书 给 出 了 很 有 技巧 性 的 叙述 ,正如 

Parry 和 Pollicott(1990) 所 做 的 一 样 , 他 们 利用 《函数 去 研究 连 

续 系统 的 周期 轨道 而 推广 了 这 方面 的 工作 .Bedford (1991) 给 出 了 这 

个 材料 的 很 好 的 综述 , 与 此 相关 的 各 种 综述 性 的 文章 均 已 包括 在 

Bedford 等 人 (1991) 的 书 中 。 关 于 定理 5.4 证 明 中 用 到 的 函数 解 

析 性 质 可 参见 Dunford 和 Schwartz(1958) 的 书 。 
Ruelle(1982) 的 书 处 理 了 与 Julia 集 相 关 的 RR" 区 域 上 的 保 形 

映射 的 特别 情形 。Bedford (1986) 和 Mauldin 以 及 Williams 

(1988) 分 析 了 有 向 图 或 递归 的 IFS, Bedford 和 Urbanski(1990) 

研究 了 保存 垂直 线 的 映射 .McClusky 和 Manning(1983) 得 到 了 

关于 马蹄 形 吸 引子 的 公式 Falconer(1994) 考虑 了 一 般 非 保 形 斥 

FRE. 

练习 . 
证 明 命 题 4.1 RR EZR, APE ba ERA.) 用 
e-Hölder 条 件 (5.46) RE, 

5.2 验证 式 ($.24) 给 出 了 关于 在 压力 的 定义 中 收敛 速率 的 界 。 

5.3 hf :X,UX > X £ih FH AW cookie-cutter AH, BP f 
是 下 上 的 2 一 1 HK. WRU ELE EAE 
WA, Ah, <log2, 且 总 可 以 找到 J, 使 有 ==1l08g2， 

5.4 考虑 使 / (x)=3x(mod1) 的 式 (2.24) 的 系统 ,EE 是 三 分 康 托 

集 。 对 任意 实数 5, 找 出 P( 一 slog|/ 小 MUR ELH HA 

DR te (Fedo Rie, 则 J(z)=2-*) Kh 并 直接 
验证 当 p=—sloglf'|#, h,+)odu= Pd), 
证 明 由 式 (5.15) 给 出 的 P( 一 slog|f 小 是 8 的 凸 函 数 ， 


5. 


| 


5. 


ws 
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过 历 定 理 是 概率 论 及 动力 系统 中 最 基本 的 和 最 有 用 的 结果 
之 一 。 在 这 一 章 中 , 证 明了 遍历 定理 并 说 明 它 可 以 应 用 到 分 形 几 
何 的 研究 中 , 特别 是 有 关 分 形 的 局 部 性 质 , 比如 密度 和 平均 密 
度 。 而 遍历 定理 的 其 它 应 用 可 以 在 本 书 的 后 面部 分 遇 到 . 


6.1 遍历 定理 


对 遍历 定理 设 定 的 条 件 如 下 : 集合 X, 其 上 的 映射 fx X, 
及 X 上 的 有 限 测度 4。 且 设 任意 可 测 集 4cX 的 逆 象 /-!'(4) 是 
可 测 的 , 以 及 
pf -AAD=4A4) (6.1) 
MUAS FRO EY ,或 者 说 /对 人 是 保 测 的 。 条件 (6.1 ) 等 价 
于 对 任意 可 测 函 数 g XR, 


[comes = |g(f (x) du (6.2) 


下 面 总 是 假设 上 是 波 雷 尔 规则 测度 , 所 以 式 (6.1) 与 式 (6.2) 对 所 
有 连续 函数 g :X 一 RR 成 立 是 等 价 的 ， 

回顾 一 下 , 称 测度 4 对 了 是 遍历 的 ， 如 果 对 任意 使 = =f- (A) 
的 可 测 集 A, H(A) =0 或 者 uM(X\A)=0. KEE, 这 意味 着 这 个 
系统 是 不 可 分 的 : 即 如 果 集 4 WE A = f A)R 0< H(A) <H(X), 
则 可 以 分 别 考 虑 把 f 限制 在 4 和 次 \4 的 两 个 独立 系统 ， 

如 果 HH 是 遍历 的 , 且 中 :X 一 只 是 对 任意 x 满足 d(x) =O o) 
的 可 测 函 数 , 则 对 几乎 所 有 的 x, 存在 数 和 使 ， | 
P(x) =2 63) 

为 看 清 这 点 , HEREIN ER AER, $ A= {x EX: f(x) </} Bap Hy 


142 第 6 章 遍历 定理 与 分 形 
的 , BW f(A) =4, 故 由 遍历 性 ,或 者 上 (4) =0, 或 者 
HACXN4)= 0， 这 就 是 或 者 对 几乎 所 有 的 x (3) < 或 者 对 几乎 所 
有 的 x, A) i. 

把 也: X 一 XX 看 成 是 动力 系统 , 如 果 时 刻 0 时 粒子 的 位 置 是 
x, 则 kk 次 近代 f'x 表 示 时 刻 k 时 粒子 的 位 置 . 对 由 :和 ~ R, 把 
于 XE OU x) 看 成 是 x 的 前 k 次 送 代 所 计算 出 的 由 的 时 间 
平均 遍历 定理 断言 , 对 几乎 所 有 的 x, 24 k > oo 时 这 些 平均 什 
趋 于 一 个 极限 。 而 且 , 如 果 是 遍历 的 , 这 个 极限 不 依赖 于 x H 
等 于 中 的 空间 平均 , 即 等 于 fd(y)du(O)。 于 是 ,在 遍历 的 情形 
下 ,对 几乎 所 有 的 初始 点 x， 四 的 时 间 平均 等 于 由 的 空 z 间 平均 ， 


定理 6.1 ( 遍历 定理 ) 


wf: XX 一 X, 4 是 在 /下 不 变 的 六 上 的 有 限 测 度 , 又 设 
a L' (4), 则 对 H- 几乎 所 有 的 x, BIR 


O(x) = lim 一 > Pf ix) (6.4) 
存在 ,如 果 人 /是 遍历 的 ， H 几 了 所 有 的 x, 
中 (x)= xy | Ply)du(y) (6.5) 


证 明 为 简单 起 见 , 只 对 存在 M, 使 对 任意 x EX, OOM 的 
情况 证 明定 理 , 而 对 推广 到 PEL) 的 情形 , 参见 练习 6.1. 


9= EH) 66) 
为 关于 前 次 先 代 的 由 的 平均 ,并 记 


Z(x)=lim sup%,(% 
证 明 的 关键 是 说 明 , 对 任意 2>0, 下 式 成 立 
| Todu | pou +e (6.7) 
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为 验证 上 式 , 定义 
tx)=min{k>0:%(x)>r(x)—2} 

则 由 % 的 定义 , 可 知 对 任意 x, T(x)< oo。 如 果 存 在 T< oo, 使 对 
任意 x. TO) ST, 则 和 式 (6.6 ) 可 以 分 割 成 每 段 长 度 最 多 为 了 的 一 
些 部 分 , 使 每 部 分 的 (fx) 关于 j 的 平均 值 最 小 为 %(x) 一 E。 更 
确切 地 说 , 对 每 个 x, FAVA SE XIE FN kaka) BD HR k, =7(x), 
而 对 i= 2,350, k= tt), 使 得 


È OP aha fa) 

BR CBP ete thoy =a) 

=k( 2(x)-8) (6.8) 
上 面 最 后 一 步 的 等 号 是 因为 对 所 有 的 上，Z(x) =X(f*x)， 对 所 有 
的 ; 求 和 , 则 只 要 大 具有 大 十 …+ 大 的 形式 ,就 可 得 
È PDk E- 

对 任意 的 整数 k, 取 ; WIE k to +k, Sk 的 最 大 的 正 整 数 ,并 把 
和 LOS) SL PU) WR, BW O<k- (et +h) 
< 工 所 以 可 得 


i= 


È PU >k- T FO) -TM 


对 上 式 两 边 同时 积分 (注意 到 由 式 (6.2), [$f ix)d4(x)= f podu), 
同 除 上 并 令 k 一 co, 即 知 在 此 情形 下 , 式 (6.7) RL. 
现在 设 T(x) 是 无 界 的 ,可 选择 了 充分 大 ,使 AKC4)<e, 这 里 
A= {x:t(x)>T}. 在 4 上 修改 中 的 定义 成 Pt: X>R fi 
anf POO (x €A) 
p w= M QEA 
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在 式 (6.6) 中 用 Pt 代替 中 定义 A, 
t*(x)=min{k>0: %(x)22(x)— 8} 
即 知 对 任意 % t*(x) 志 T( 因 为 对 任意 x EA, t*(x)=1)。 重复 上 
面 的 过 程 ,可 得 


| x(x)du(x) < foroan +e 
= [aano + | p* (x) — P(x))du(xX) +E 
< | pod + 2Me+e 


AY © 可 以 选择 的 任意 小 , 所 以 式 (6.7) RE. 
由 于 8 是 任意 的 , 式 (6.7) BRA fe odul) | P(X)dH(X). 
利用 对 称 的 论述 同样 可 以 得 到 ， 


[aoan < | & A(X) , 


So (x) = lim infa (x). RRA SR, AAS- 
2(x))dH(x) <0, HF O0<2(x)—-2(x), 这 意味 着 对 几乎 所 有 的 x， 
%(x)=% (x), 所 以 这 共同 的 值 等 于 极限 (6.4). 

BAR, Of x)— 9 (x) =( PU x) — 90OWk, 所 以 只 要 极限 存在 ， 
D(f (x)=O(%). 于 是 如 果 4 是 遍历 的 , 式 (6.3) 意味 着 对 几乎 所 
有 的 x, 存在 “使 @(x) = 成立。 利用 控制 收敛 定理 及 上 的 不 变 


AH{X) = @(x)d (x) = im | x œdäu(x)= ano, 


即 式 (6.5 Re. OC | 
然而 ,遍历 定理 的 这 个 形式 只 适合 于 对 自 相似 集 的 应 用 .为 
了 研究 非 线性 的 cookie-cutter $ , 还 需要 下 面 的 可 称 为 “近似 的 
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表 历 定理 ”的 遍历 定理 的 推广 形式 。 


系 6.2 
f:X>X, i JB XL AY Ae RA 对 n=1;,2,… 
P ELH). BER AY IER k Al n, 以 及 任意 x €X, 
IDS x) p,a CE, (6.9) 
其 中 .ss 0 . 则 对 A- 几 乎 所 有 的 x, 极限 O(x)=lim oe PX) 
FE. WR u BRAY , 则 D) 几乎 处 处 是 常数 ， 


证 明 mel Rn 成 立 恒等式 
È o, 


1 oe 
= er mon & P) (6.10) 


m-i 


Pa- B (6.11) 


LY bry) (6.12) 


固定 n, 令 m 一 o, 对 几乎 所 有 的 x, 式 (6.10) 收敛 到 零 , 式 (6.11) 
的 模 小 于 6,, 而 利用 定理 6.1, 式 (6.12) 对 几乎 所 有 的 x 收敛 于 一 
个 数 ， 12H Ox). 于 是 对 几乎 所 有 的 x 


D(x) =e, < lim inf + 5 09) 


< lim sup + È 6,0) < +6, 
n> © nada x, 
lim — L P(x) = lim ®, (x) = (x) 


m — 50 


fe REIS, 则 由 定理 .6.1，@; 几乎 处 处 是 常数 ,所 以 @ 
也 几乎 处 处 是 常数 。 口 
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遍历 定理 的 一 个 简单 的 应 用 涉及 动力 系统 的 李 雅 普 洛 夫 指 
数 。 设 XCR EMR m S: XY 一 是 C!' 映射, 李 雅 普 洛 夫 指 
数 反映 了 在 迄 代 f 之 下 扩张 或 压缩 的 局 部 速度 ， 定义 了 在 x 的 
李 雅 普 洛 夫 或 特征 指数 A (x) 为 : 


AQ) Slim log YO 613) 
lim + log GW 6.14) 


式 (6.14) 用 到 了 式 (4.16) 的 链条 法 则 。 于 是 对 中 心 在 x 的 较 小 的 
区 间 J, ISS exp. 当然 ,这 个 定义 假设 了 极限 (6.13) 
存在 ; 在 合理 的 条 件 下 ,这 可 以 从 遍历 定理 得 出 。 


命题 6.3 


B uE CRN SX XNRRMAME, LK 
jloglf (x)|du(x)> 一 口 。 则 对 u- 几乎 所 有 的 x, 存在 数 4, 使 李 雅 
普 洛 夫 指数 A(x) 存在 且 等 于 和. 

证 明 在 定理 6.] 中 取 Alog O Meee. O 


在 上 述 条 件 下 , 把 7 看 成 是 三 的 李 雅 普 洛 夫 指数 ， | 
ASP Me ye ete BY WA HET BB] BBR X XE, HX 
是 员 " 的 合适 的 子 集 ， 导 数 (1 YOER LHRERT, 并 记 
at(x) 之 as(x) 之 … 之 at(x) H RA Y B) 的 主 半 轴 的 长 度 ,其 中 8B 
J RY 中 的 单位 球 。 李 雅 普 洛 夫 指数 定义 为 随 增长 的 这 些 主 半 
轴 长 度 的 对 数 速 度 : 


A (x)= im 二 log at(x)  G=1,--yn) 


于 是 , 李 雅 普 洛 夫 指 数 描述 了 在 近代 了 之 下 无 穷 小 球 的 形变 . F 
用 遍历 定理 的 一 个 更 加 复杂 的 版 本 , 可 以 证 明 , 如 果 人 关于 了 是 
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不 变 的 且 是 遍历 的 , 则 对 & 几乎 所 有 的 x MN WAN J, 存在 
数 和 之 4 之 … 之 和 之 0, 使 (x)=， 
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AH HRA cookie-cutter 集 支 撑 的 自然 测度 ， 关于 这 些 集 定 
义 的 变换 是 不 变 和 遍历 的 。 正 因为 如 此 , 使 得 遍历 定理 是 研究 它 
_ 们 的 有 用 的 工具 。 下 面 先 概述 一 下 这 些 测度 的 性 质 . 


引 理 6.4 


(a) ECR" 是 满足 强 分 高 条件 见 2.2 节 ) 的 自 相 似 IFS 的 维 
数 为 s 的 吸引 子 。 而 4= Hl 是 s 维 豪 斯 道夫 测度 HE E 
上 的 限制 。 则 /关于 f:E 一 EE 是 不 变 的 且 是 遍历 的 ,( 其 中 
f 是 式 (2.41) SWAB). 

(b) 更 一 般 的 , 设 E 是 由 式 (2.43) 一 (2.44) 给 出 的 自 相似 集 , Be 
足 强 分 离 条 件 。 而 4 是 E 上 的 自 相 似 测度 , 则 关于 
f:E 一 上 是 不 变 的 和 遍历 的 。 - 

(c) 以 维 数 为 s 的 cookie-cutter $ 下 为 支撑 的 不 变 遍历 概率 测度 
LI Hl SH. | 

证 明 利用 通常 的 IFS 的 记号 ( 见 2.2 节 ), 对 A4cE 


SA) U F(A) 
是 不 交 并 .利用 3 的 ,因此 也 是 的 比例 性 质 (2.13), 并 利用 趟 (2.42) 
uS “AD = AFLAN)=Y rp(A)= 1A) 
所 以 人 在 /之 下 是 不 变 的 ， 


ME, RACE 是 可 测 的 且 A=f (A), 故 对 任意 上 和 
i = (i, i), A=f * (A) E U F070 F(A), WANE,- i 


Fo…oF,(4), 并 利用 比例 性 质 : 
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H(A N EDS (r,r H(A)= HEDE H(A) 
ie C 是 由 满足 
H(A N U)= HCU)H(A)H(E) (6.15) 

的 集 UCE 组 成 的 集 类 。 上 面 已 经 证 明了 任意 ie, E,E C, 由 可 
加 性 知 , 这 样 的 集合 任意 可 数 并 也 属于 C。 由 4 的 规则 性 , 对 任 
意 给 定 的 可 测 集 UCE, 可 以 找到 下 降 到 0 的 这 样 的 集 序 列 , 所 
以 式 (6.15) 对 任意 的 这 样 的 集合 0 成立 特别 取 U =A, MA 

un(A)= H(A N A)= H(A) H(A) HCE)!” 即 得 

H(A) = 0 3 u(A)= HE), 所 以 上 是 遍 爵 的 ， 

(b) 注意 到 对 任意 ACE, 形式 为 uC (A) =p H(A) BITE 
质 成 立 , 则 (b) 的 证 明 与 人 a) 的 证 明 类 似 , Ray ri hp ARE. 

(c) 这 个 (a) 的 非 线 性 的 类 似 结论 已 在 第 5 章 中 证 明 :定理 5.3 
表明 了 H E EMRE Gibbs 测度 ,定理 5.5 表明 存在 等 价 的 
不 变 Gibbs 测度 , 而 系 5.6 则 说 明 这 些 测度 是 遍历 的 。 O 


由 引 理 6.4(c) 可 得 出 cookie-cutter 系统 的 李 雅 普 洛 夫 指 数 存 
E, HEE E FH- 几乎 处 处 是 常数 。 

下 面 对 某 些 分 形 的 密度 考虑 遍历 性 的 一 些 推 论 . 设 ECR" Fé 
满足 0< 7H(E)< %, 且 罕 斯 道夫 维 数 为 的 波 雷 尔 集 , 而且, 为 
方便 起 见 , 记 A= A, 为 s 维 豪 斯 道夫 测度 在 E 上 的 限制 , 芭 

H(A)= HE N A) (6.16) 
回顾 式 (2.17) 一 (2.18), (也 可 网 FG 第 5 章 ),E 在 x 的 (s 维 ) 下 、 
上 密度 是 定义 为 

D'( =D: (E,x)= lim inf HE N B(x, r) Ory 
=lim inf H(B(x,r))/QryY (6.17) 
D(x)=D\E,x)=lim sup HE Q Bex,r))/(Qry 
=lim sup K(B(x,r))/(2r} (6.18) 
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其 中 xER", 这 些 密度 表明 集 E 在 x 点 周围 集中 的 程度 。 显 然 ， 
对 任意 x, D (<D (x), 但 是 对 不 规则 的 “分 形 ? 集 ,对 人 几乎 所 
有 的 x EE, 这 个 不 等 式 严 格 成 立 ( 见 2.1 节 )。 然 而 , EAE 
的 一 个 直接 推论 是 ,在 自 相似 集 和 cookie-cutter 集 的 情形 ， re 
度 和 上 密度 几乎 处 处 是 常数 。 


命题 6.5 

设 王 或 者 是 满足 强 分 离 条 件 的 自 相 似 集 ,或 者 是 
cookie-cutter 集 , H. s=dimuE。 则 存在 常数 dd 和 4d， 满足 
0<d Sd <1, 使 对 YH- 几乎 所 有 的 xE E, 

D(x)=d 及 D(xļ=d 

证 明 ik f :X X Bie XM BAUS cookie-cutter # E 的 函数 
设 闪 是 使 正在 其 内 部 的 集合 , 则 由 式 (2.19), 对 任意 xe E, 
D*(x)=D‘(f (x)). | | 

利用 引 理 6.4(a) 或 (c), 存在 遍历 测度 4 等 价 于 H EE ER 
EH. EAD: 是 x 的 可 测 函 数 ( 见 练习 6.4), 由 式 (6.3) 知 D:(x) 
对 4- 几乎 处 处 是 常数 ,因此 对 FH- 几乎 所 有 的 xe E, D(x) EK 
数 。 类 似 的 论述 也 可 以 应 用 到 D*(x)_E. 

注意 到 对 任意 x, 0<D(x)( 见 式 (5. 22) 及 对 HSL A BY 
x, D*(x) <1( 其 实 对 所 有 x 都 成 立 , 见 FG 命题 5.1), 所 以 
O<d<d<1 O 


有 关 和 密度 的 一 个 经 典 结 果 (FG5.1 节 ) 指出 , 如 果 (0 < HE) 
< %, 且 ss 是 非 整 数 , 则 对 -几乎 所 有 的 x, D*(x)<D(x), 即 密 
度 不 存在 , 所 以 在 命题 6.5 Bd <d. AERA r 充分 小 时 ， 
比值 
B(B(x,r))/(2ry= HE N B rr) (6.19) 
或 多 或 少 在 d 5d 之 间 “振荡”*。 很 自然 人 们 要 试图 去 描述 这 个 
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振荡 , 特别 地 ,对 充分 小 的 > 去 寻找 式 (6.19) 的 “平均 * 值 。， 因 为 
hg 几何 速率 趋 于 0 的 比例 下 显示 了 自 相 似 性 ( 例 
如 , 三 分 康 托 集 具有 的 自 相似 性 的 比 是 L, …), 所 以 利 
用 这 样 一 种 平均 的 形式 是 合适 的 ， 它 赋予 如 此 比例 的 每 一 步 又 以 
相等 的 量 ， 
因此 ,下面 引 进 对 数 平均 


A‘(x,T)= = [Bose Gera 


= | HA(B(x,e je"dt (6.20) — 


定义 正 或 上 在 x 的 下 .上 平均 密度 为 
A’(x)= lim inf A(x, T) 
及 A(x)= lim sup A‘(x,T) 
WRA (x) = A*(x), 则 称 这 个 共同 值 为 平均 密度 或 二 阶 密度 , 并 用 
A(x) 表示 , 则 
A(x)=lim 二 | es dt (6.21) 
(当然 ， 这 些 平均 密度 可 以 对 更 一 般 的 测度 kL 定义， 而 不 仅仅 只 
是 限制 在 豪 斯 道夫 测度 。) 
FW, 对 任意 x 
— D(x) SA’ (x) < A‘(x) SD (x) (6.22) 
对 任意 >> 0, 密度 及 平均 密度 是 由 4 在 B(x,r) 上 的 限制 所 确定 ， 
即 它们 只 是 局 部 的 定义 ,因此 , CIRT EH x 的 局 部 结构 。 
我 们 已 经 注意 到 ， 对 一 个 分 形 集 E, 密度 D:(x) 一 般 不 存在 ， 
然而 , 对 许多 分 形 , 包括 自 相 似 集 和 cookie-cutter $ , 平均 密度 
4x) 确实 存在 , 且 在 几乎 所 有 的 x 上 取 相 同 的 值 . 可 以 利用 遍 
历 定理 证 明 这 个 事实 ,首先 在 特别 简单 的 假设 下 ， EI E 是 三 分 康 
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托 集 的 情形 说 明 这 个 方法 ， 


定理 6.6 

设 E 是 三 分 康 托 集 ,s=log2/log3, 设 4= Al, ( 即 E 上 的 
目 然 均匀 分 布 的 测度 )。 则 对 u- LEP AR xE E, FIJE A(x) 
FE,H 


A= 3 | | | |x= yl *da(x)d u(y) = 0.62344--- (6.23) 


证 明 对 k=0,1,2,…, 记 | 
p(X) = [o BID gp (6,24) 


(当然 在 此 种 情况 下 ,B(x,r) 正好 是 区 间 [xr x+) SE E 
是 由 了 (x)=3x(mod) 给 出 , 则 /以 自然 的 方式 反映 了 EE 的 自 相 
似 性 (对 r< ZRS E N Bor) 恰好 是 EN BCon) 扩大 三 
倍 )。 利 用 这 一 点 及 4 的 比例 性 质 , 注意 到 如 果 用 (x) 代替 
(一 1 代替 式 (6.24) 的 被 积 式 中 恰好 是 分 子 分 母 同时 扩大 2 f. 
于 是 p= BU CO), 并 且 对 了 HEA 

H= OS™ b=" 和 Uf 
因为 4 对 了 是 不 变 且 遍历 的 ( 由 引 理 6.4(a) 或 直接 验证 ), 所 以 由 
遍历 定理 6.1, 对 /- 几 乎 所 有 的 x €E, ,利用 式 (62) 


| aoano-! lim — È plf x) 


atin | HCB(x,3~) 
: lim T | seen dt 
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om, _l | KBeoe ')) 

=? lim —. | Ce dt 

| = 2:A:(x) 

这 其 中 由 于 积分 的 有 界 性 使 我 们 能 从 离散 的 极限 过 滤 到 连续 的 极 

限于 是 对 4- 几乎 所 有 的 x 平均 密度 AG) 存在 且 等 于 a, 这 里 
a=2- | oano 


把 a 表 成 式 (6.23) 的 形式 是 方便 的 , 代入 式 (6.24) , 并 记 1， 
为 集 无 的 示 性 函数 , 则 


2:4 = | | 24(B(x3-9)dtdA(x) 


| 
-| ana d(x) 


t=0 


= Tost | | 1du0x)du(y) 


H 
jx- yle 3 


Toad {| (x= y1 = 1 dH) MLY) 


l 
Ix — y| > 3 


+ 


-z | | Ix- yian) 


I 
jx— yl * 3 


即 得 式 (6.23).( 这 里 利用 了 康 托 集 左右 两 部 分 具有 相似 性 的 论 
断 , 即 : 


UXD): -< 3 JEUX): =>}, 
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由 此 , 可 将 对 上 的 积分 分 成 两 部 分 )， 

式 (6.23) 中 的 被 积 函 数 在 积分 域 上 是 非 奇 异 的 ,因而 在 数值 
计算 上 也 不 是 太 难处 理 。 这 个 积分 可 以 看 成 是 通过 测度 ux y 
给 定 分 布 的 随机 变量 的 期 望 , 粗略 地 可 以 利用 蒙特 卡 罗 方 法 ,或 
痢 较 精确 的 可 以 作为 一 系列 随机 变量 的 和 抢 进 行 计 算 。 口 


EYE iE 9A S670 BS Ea RAF OE FE“ m 部 分 康 托 集 ”的 情形 ， 
这 种 所 谓 的 “m 部 分 康 托 集 ”是 将 单位 区 间 细 分 为 间隔 相等 且 长 
EAA m 个子 区 间 ， 并 按 此 方法 进行 迁 代 所 得 的 分 形 集 。 于 是 
E 是 由 相似 变换 族 F(x) =4x+ (i- 1) -4/(m—-1), i=1,…,m 组 
成 的 IFS 的 不 变 集 。 则 s=dim,E= —logm/log} H COH 
并 对 4- 几乎 所 有 的 x, 


A(x) = Faw f x= yl deede) 


EPR uE AEE EY, M 这 星 的 双重 积分 号 对 全 部 的 
(x,y) © U „EX E ETER. 

这 类 集 的 平均 密度 显示 在 图 6.1 F, 特别 可 以 看 出 ， 相同 维 
数 的 集 可 以 有 不 同 的 平均 密度 ; 所 以 平均 密度 是 用 来 区 分 相同 维 
数 的 集合 的 一 个 参数 。 

对 由 几 个 不 同 相 似 比 的 相似 变换 生成 的 日 相似 集 , 证 明 它 的 
AQ 存在 且 几 乎 处 处 是 常数 是 比较 复杂 的 ,而 对 一 般 的 
cookie-cutter 集 , 这 个 问题 的 证 明 更 麻烦 , 需要 用 到 系 6.2 的 近 
似 遍 历 定理 。 然 而 定理 6.6 的 证 明 是 这 些 进 一 步 推广 问题 证 明 的 
基本 原型 ， 

设 f:X,U X,>X BHAT EW C 的 cookie-cutter 系 
HH E BX HAR. Nik s=dim E, ff 0< H(E)<%®, 
而 上 = 了 314,, 为 方便 起 见 , 先 将 在 研究 三 的 平均 密度 中 需要 的 已 知 
结果 罗列 如 下 : 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
dim ,,E =- tog mi/log 入 


图 6.1 对 不 同 的 m 及 不 同 的 dim E, m 部 分 康 托 集 EERE 


可 以 找到 m, 使 当 0<r 和 mm 及 x EX 时 ， 
| B(x,r) CX (6.25) 
所 以 特别 地 , 对 任意 上 及 任意 的 Gei) EL, ho…o 是 定义 
在 所 有 这 样 的 B(x,r) 上 的 。 由 式 (5.20) 知 , 对 任意 x €E 及 +r>0， 
存在 数 4>0 使 . 
H(B(x,r))r-'<d (6.26) 
注意 到 由 式 (4.12) 及 式 (4.17), 对 任意 gq Sk KREEG i) 和 任意 
xy EX 存在 数 b>0 使 
logI *)’(x)| — logi r YO SDX, nal 
特别 , 由 式 (4.23), 如 果 xy eX, 及 g BH f(x), “(WE X, 
的 最 大 整数 , 则 
llogl(f YA- logi YN Eb dI (x) — OO) (6.27) 


std 


定理 6.7 | | 
ik E Æ cookie-cutter $% , m y Ẹ E ERY (ERS AR AE AME , 
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则 存在 数 a 使 对 v- 几乎 所 有 的 x EE, 平均 密度 A(x) HES 
Fa. 
* 证明 基本 论证 与 定理 6.6 平行 ,但 是 cookie-cutter 系统 的 非 
线性 性 需要 用 到 遍历 定理 的 推广 系 6.2 ， 
对 n=0,1,2,… 及 xEE, 令 
$= 1 een Bx,e-Ndi (6.28) 
logs" Y 
其 中 4= Hle 先 证 明 史 满足 系 6.2 的 条 件 (6.9)， 
”固定 x CE, 及 固定 整数 上 和 大 , 记 
t= logi Y l (6.29) 
( 即 在 fix 处 计算 SER) Rn 充分 大 ,使 e"<r, 而 
POOF, 是 使 Fo…oF Cf 'x)=x 的 的 一 个 分 支 。 
Mik x_,x, 是 区 间 
| 已 o…oF (B(S *x,e-")) (6.30) 
中 的 点 ,分别 满足 : 
上 (六 Cl=infC9 (xz 
及 IAYEN = supe S 
其 中 下 、 上 确 界 是 在 区 间 (6.30) 上 取 的 。 利 用 豪 斯 道夫 测度 (2.11) 
的 李 小 希 效 性 质 , 并 由 中 值 定理 用 通常 的 方法 得 到 相应 的 李 卜 希 
兹 常数 , 则 对 tt, 
HBO “Xe ) Sf ) x UCE, OF (BU *xe7))) 
SIF YUB IS (x) )) 
(上 式 最 后 一 步 是 把 中 值 定理 应 用 到 F o oF, ,而 得 出 的 ， 注意 到 
(F077 OF YS (x)= YED. 
HH TX (6.28) 及 (6.31), 然后 作 代 换 u =t + logh(f)'(x_)] , 则 
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pf "x)= f e*M(BUS ce-D)di 


< [euB VEED ‘(x ,hdr 
=- eUB) Cf *)'(x,) 


u=ta+logl(f *)'(x_Y (f *)'(x_) 
< | men eo (B(xe"*))du +6, 
tat logics Y'O) 7 
All FA SK (6. 26) 及 (6.27), 并 注意 到 由 式 (6.30) 4 n — oo 时 ， 
If*x~ f'x_|, |S 'x—f'x,| 一致 地 趋 于 零 , 即 得 当 a cont , 
上 式 中 的 £, 对 大 和 x 一 致 地 趋 于 零 . 由 于 由 链条 法 则 知 
—-t, thogi(s')'@) =logi(f"*)’@)|, 即 
PS XS ,,,(x) + &, 
其 中 由 一 % 时 ,， 8, 一 0。 这 就 证 明了 不 等 式 
IPF -DONE = (XE E) o 
的 一 半 , 而 另 一 半 的 证 明 可 以 用 完全 同样 的 方法 进行 证 明 . 
因为 v 是 不 变 遍历 测度 ,所 以 由 系 6.2 知 , 存在 a,>0, 使 对 
-几乎 所 有 的 x, 


本 3 和 m-l 
i 人 y¢ "e"u(B(x,e7'))dt = I 》 中 (x) > a, 
m 0 m k=9 


由 命题 6.3 知 ,对 ILE BATA x, -E logie (ol A, KE 2 
FETE SIS RIG ,所 以 当 由 -> oom, | 

. Tr | logl(f 四 (xj e"u(B (xe-9jdt _ ai" 
由 于 被 积 函 数 是 有 界 的 ( 见 式 (6.26)), 可 以 将 m 一 oo 的 序列 的 极 
限 改 成 如 式 (6.21) 的 了 ~ oo 的 连续 极限 , 即 得 对 v- 几乎 所 有 
的 x. 


du 


A(x) = a,47127! g 
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通过 适 地 选择 v, 可 以 得 到 关于 cookie - cutter 集 平均 密度 存 
在 的 自然 的 结果 ， 


系 6.8 


it E 是 豪 斯 道夫 维 数 为 s 的 cookie-cutter $% , WATE a> 0 使 
对 HY- 几乎 所 有 的 xEE 


A(x) = im |” ED Be) dt=a (6.32) 
证 明 根据 引 理 6.4(c), 存在 与 H'l 等 价 的 E 上 的 不 变 遍 历 测度 
v, 则 易 见 式 (6.32) 是 命题 6.7 在 此 情形 下 的 一 种 变化 形式 。 OO 


与 密度 不 同 , 平均 密度 对 广泛 类 型 的 分 形 都 有 定义 且 是 描述 
它们 的 一 个 自然 参数 。 遗 憾 的 是 平均 密度 通常 是 很 难 计算 , 其 
至 进行 数值 计算 也 是 很 难 的 , 只 能 利用 定理 6.6 所 显示 的 应 用 于 
康 托 集 的 类 似 的 方法 ， 对 某 些 cookie-cutter 集 的 平均 密度 进行 
估计 , 但 这 也 是 相当 复杂 的 。 

还 有 另 一 种 通过 奇异 积分 lx- yl de) 表示 平均 密度 A(x) 
的 方法 ， | 


命题 6.9 | | 
W uR" EAR xe R", Axe E Rr>d, 
W(Bixr))S<dr |. (6.33) 
如 果 在 x 处 上 4 的 平均 密度 A(x) 存在 J 
FARGET l dH(y) 
A‘(x) lim Foge | F (6.34) 


证 明 ÆR (6.20) 中 , 3B m(r) =H(B(x,n), J 
A*(x,T)=27>* T- [ferme 
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ERER r=e K z=e ,然后 进行 分 部 积分 ,利用 式 (6.33) 及 
firm) <0, WA 


A‘(x, -- logé) = zoge f r-*'m(r)dr 
= roges peoe m+ | r'dam) 


-os on+ | p p= Ida) 
即 得 式 (6.34) L 


反之 ,奇异 积分 也 可 以 通过 平均 密度 来 表示 , 即 当 6 一 0 时， 
式 (6.34) 可 变 成 
O AO) a cary 
| x= yj ~ 2'slloge|A(x) : (6.35) 
因为 平均 密度 , 或 等 价 的 奇异 积分 仅 只 依赖 于 在 x 任意 小 的 邻 域 
中 的 测度 u, 所 以 易 见 对 任意 连续 函数 f :E 一 R, 


| > Lonny) ~ 2’ sloge f (x) A(x) (6.36) 


[x— yl’ 
事实 上 , 如 果 SEL (Mw) Bl f EWE fI Ide <0 的 可 测 函数 )， 
则 对 u- 几乎 所 有 的 x, ZR (6.36) 成 立 。 在 调和 分 析 领 域 , 可 以 利用 
Hardy-littlewood 最 大 定理 的 一 个 变形 证 明 这 个 结果 , 而 把 对 连 
续 函 数 成 立 的 公式 转换 成 对 可 积 函 数 同样 成 立 。 在 s=log2/log3, 
E 是 三 分 康 托 集 且 v= Hle 的 情形 ,利用 式 (6.23), 公式 (6.36) 
变 成 对 几乎 所 有 的 x, 


Jodo) ... 
| PET llogel f(x) x 0.60912 
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6.3 注 记 与 参考 文献 

有 关 遍 历 定理 的 详细 论述 及 它 的 变化 形式 可 参见 Parry 
(1981) 和 Petersen(1983) 的 书 。Birkhoff(1931) 首先 证 明了 遍历 
定理 , 而 本 章 给 出 的 证 明 本 质 上 是 由 Katznelson 和 Weiss(1982) 
给 出 的 ， 

遍历 定理 对 动力 系统 的 应 以 用 ， 特别 是 对 李 雅 普 洛 夫 指 指数 的 
应 用 是 Pollicott(1992) 的 文章 描述 的 。 

Salli(1985) 的 文章 给 出 了 命题 6.5 的 非 遍历 证 明 。Bedford 
和 Fisher (1992) 的 文章 引入 了 平均 密度 ,他们 证 明了 
cookie-cutter 集 上 平均 密度 的 存在 性 。 本 章 叙 述 的 方法 是 Falconer 
(1992b) 给 出 的 。Patzschke 和 Zahle(1993) 计算 了 三 分 康 托 集 
情形 的 平均 密度 的 值 , 而 Leistritz(1994) 计算 了 m 部 分 康 托 集 . 
Bedford 和 Fisher(1992) 和 Falconer 和 Xiao(1995) 考虑 了 布朗 
轨道 的 平均 密度 和 其 它 随 机 集 。Patzschke 和 Zihle(1993) 利用 
相似 的 技巧 研究 了 分 形 函 数 的 局 部 性 质 。 


练习 


6.1 BE PEL 情形 下 的 (而 不 是 对 任意 x, g(x)|<M 的 
限制 ) 的 遍历 定理 。 为 做 到 这 点 , 先 假设 对 任意 x, (x) 20, 
利用 定理 6.1 到 函数 H'(x)=max{P(x),M} 上 。 简 言 之 , 修 
改定 理 6.1 的 证 明 使 四 可 以 是 无 界 的 ， 

6.2 验证 不 等 式 (6.22)。 

6.3 设 下 是 满足 0<36(E)<oo 的 实 区 间 [a,b] 的 紧 子 集 ,又 设 存在 
XEE 使 平均 密度 AOE. fila,b]> R, Ag f 是 具 
有 连续 导数 的 单 射 ， 则 A:(x) FF (E) 在 f(x) 的 平均 密度 ， 
但 如 条 f:[a,b]—> f [a,b] RAIL pH ey, W) baw sew 
KERZ, 
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6.4 验证 式 (6.17) 和 (6.18) 定义 的 密度 D(x) 和 D':(x) UTM A 
数 。 

6.5 设 S=log2/log3, 是 三 分 康 托 集 , H= H'l E p>0, i 
与 定理 6.6 Žž, p 次 宕 的 平均 密度 limT ABCce er“di 
FE, LA MLPA xX RRR. 

6.6 AM UKEL -F BE AS (x)= lim f7LH([x,.x +e" D/e "di, 
证 明 以 上 作为 康 托 集 上 的 普通 测度 ,45(x) 存在 且 几 乎 处 处 是 
第 数 ， 这 个 值 等 于 什么 ?其 相应 的 几乎 必然 的 左 单 边 密度 又 
如 何 ? 与 人 的 平均 密度 有 什么 关 条 7? 

: 6.7 在 三 是 连续 函数 的 情形 验证 式 (6.36)。 
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更 新 定理 是 概率 分 析 中 的 另 一 个 主要 定理 , 它 在 分 形 几 何 中 
已 得 到 很 好 的 应 用 . 分 形 的 某 些 自 相 似 性 反映 在 与 更 新 方程 的 等 


价 关 系 上 , 因此 ， 更 新 定理 的 结论 就 可 以 转 而 给 出 分 形 结构 的 
一 些 信息 ， 


7.1 更 新 定理 


议 9:R 一 只 是 一 给 定 函 数 , 4 是 给 定 的 支撑 在 [0, + oo) 上 波 
雷 尔 概率 测度 ， 称 积分 方程 : 


f(t)=g(t)+ | (t—y)dH(y)  (tER) (7.1) 


为 更 新 方程 令 人 感 兴趣 的 是 这 个 方程 的 “ 解 ”f ; 特别 ,更 新 定理 
告诉 我 们 当 1 一 + 00 时 了 (t) 的 性 状 .经 常 把 变量 1 当 作 “时 间 ” 
因而 式 (7.1) 表示 了 在 时 刻 1 时 的 值 依 赖 于 1 之 前 的 值 ， 

更 新 方程 作为 积分 方程 在 方程 领域 中 已 被 广泛 研究 , 同时 它 
在 概率 论 中 也 具有 基本 的 重要 性 。 经 常 被 引用 的 例子 是 考虑 灯泡 
的 更 新 或 替换 。 在 时 刻 0 时 , 装 上 一 个 新 的 灯泡 , 在 它 烧 坏 的 瞬 
间 换 上 新 灯泡 ,如 此 进行 下 去 。 设 4 为 灯泡 寿命 分 布 的 概 
率 测度 ( 因而 alet) 就 是 灯泡 在 时 间 区 间 [t,t] 内 烧 坏 的 概率 ) 
RK g(h=0 (¢<0), gD=1 (1 之 0), 又 设 f(t) 是 到 时 刻 上 替换 的 期 
HKR, W f (4) 满足 方程 (7.1)。 为 看 清 这 点 , 设 第 一 次 替换 发 生 
在 时 刻 y>0, 则 对 1>y | 

并 (到 时 刻 上 的 替换 次 数 )= 1+ HEC 到 时 刻 1 一 y 的 替换 次 数 ) 

更 新 方程 可 方便 地 用 卷 积 来 表达 。 回 顾 一 下 , mB uE 
[0,+ co) 上 的 波 雷 尔 测度 , /是 只 上 的 波 雷 尔 可 测 函 数 , 假定 下 述 
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积分 存在 , 定义 卷 积 f*k 为 : 


(Ff *H)(0) = ig (t— y)dH(y) (7.2) 
在 这 一 记号 下 , 式 (7.1 ) 可 表 成 : 
f=gt fen (7.3) 


下 面 需要 反复 计算 这 个 方程 对 的 卷 积 ,因而 定义 k- 阶 卷 积 
wo, IR a? 是 在 0 处 的 单位 质量 (因而 fee =f), ee = a, 一 
般 地 ,对 于 k=1,2,…, 令 


WU YA GD 一 Cr 六 Penne) (7.4) 
p | “(fH Y= yda) 
= f- Fren = = YUH) -dH(y,) (7.5) 


(A LER EAS , 所 以 在 式 (7.4) 中 不 必 使 用 括号 ). 把 式 (7.2) 
肥 复 代 入 本 身 k 一 1 次 可 得 到 式 (7.5) 的 形式 。 和 yty, 的 分 
布 对 于 更 新 理论 而 言 是 一 个 中 心 问题 。 

首先 证 明 , 在 适当 的 条 件 下 , 更 新 方程 有 唯一 解 。 取 内 为 支 
撑 在 [0, + 0) 上 的 波 雷 尔 概率 测度 , 使 


1= [ranges 0.6) 


为 了 避免 出 现 平凡 的 情形 设 不 是 集中 在 0 的 单 点 测度 , 即 
H({O})<1, 显然 ,对 任何 a>0 | 
Y= [eran (7.7) 
这 里 总 是 假定 g : R -> R 的 不 连续 点 集 是 离散 集 ， 并 且 存 在 c> 0， 
a>O fE | 
olSce (ER) (7.8) 
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特别 g 是 有 界 、 可 积 的 .( 事实 上 这 一 理论 在 相当 弱 的 条 件 下 就 成 
WE: ie g 是 “直接 的 歼 曼 可 积 ” 就 足够 了 .) 

给 定 条 件 (7.6) 一 (7.8), 就 可 以 表示 出 更 新 方程 的 解 . 记 F i 
满足 下 列 条 件 的 波 雷 尔 可 测 函 数 f oR — RAY Z, lim f (t) = 
且 对 任意 eR, f 在 半 直 线 (一 00,a] LAR. Ba F ame 
个 可 在 其 上 寻找 式 (7.0 的 解 的 空间 . 


命题 7.1 


Be g 和 上 满足 式 (7.6) 一 (7.8)， 则 丰 在 唯一 的 fe 下 ,满足 更 新 
方程 (7.1), H 


f -ow : 7.9) 
Bl 
f(O= -$f Fo (t — yy" -— y)dy, dA(y,) (7.10) 


进而 JER EAR, AR g ESE MS ER E-r, 
证 明 下 面 在 简化 了 的 情况 下 证 明 这 一 命题 。 即 假设 存在 Y>0 
使 得 

A[0,r=0 (7.11) 
( 这 一 假设 在 所 有 应 用 中 都 成 立 ， 没有 这 一 附加 条 件 的 命题 的 证 
明 见 练习 7.1.) | 

利用 式 (7.8), 并 注意 到 4 是 概率 测度 „XIF tER, 
2 Fi =y =e — Yd) dO) 


k=0 fo 


-| ee —Vi- dA) duy) 


< ee AUO) AY n) (7.12) 


0 k=0 
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<c | = Faa — e7" da(y) dy (7.13) 
0 0 


=2¢/(1—e-") (7.14) 


为 了 得 到 式 (7.13) 由 式 (7.11) 知 Yo Yn BRE UK KAS 
零 测 集 (y,…,y,) 之 外 , 均 大 于 等 于 +。 因此 级 数 (7.10) 绝对 一 致 收 
Mh, AXE ER 


If @|S<2c/(1 一 e (7.15) 
对 于 t<0, 式 (7.12) 的 界 为 : 
‘| … | ] etn n wd u(y) -dH(y,)<ce"/(l-e7*), (7.16) 


这 里 再 一 次 使 用 了 式 (7.11)。 把 上 述 结果 应 用 到 式 (7.10) 中 , 可 得 ， 
对 任意 t<0 
|f | Sce” - e7“) (7.17) 
因此 lim:--» f(t)=0, FU feF. 
对 于 任意 1, 则 


LGaeyo= a+ Ease eno 


= g(t) + f YG Ht- y)du(y) 


令 m 一 ©, 并 注意 到 式 (7.14), 由 控制 收敛 定理 知 f 满足 式 
(7.1). | 
现 假定 Sf EF 均 为 式 (7.1) 的 解 , 则 f=, 一 Sy OF 
ESS * k, RED wR WAS, =f, eu" 对 所 有 上 成 
立 。 这 样 对 任意 ue 民 及 k=1,2,… 


If. (l= 


加 | filt- y= — y, dey, duy) 


Yit +y>w 
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+ [| f,(t-y,- ny)“ 


u= yyte ye 0 


< sup lh (v)|+ f -f sup Lp)le "duy, ) du(y,) 
< sun lf col+sup I Oe | evano) 


给 定 e>0， 可 选 充分 大 的 zx 使 上 式 第 一 项 小 于 村 (由 于 
lim, .sf,(v) =0). 然 后 , 选 充 分 大 的 k 使 上 式 第 二 项 小 于 二 6( 利 
用 式 (7.7) 及 /的 有 界 性 ), 这 样 对 任意 2>0, |f (<8, 所 以 
所 (0)=0, 即 对 任意 teR, f, O= f, A). 

最 后 证 明 : 如 果 g 连续 , 则 了 一致 连续 。 给 定 >0, 由 式 
(7.8), 如 果 选 择 工 充分 大 ,对 任意 |t> T, JOIST", WER 
9 在 区 间 [- 了 -1,T+ 1] 上 的 一 致 连续 性 可 推 知 : 存在 h。>0, 对 
(EBCERRO<h<h, | 

lg(t+h)—g(t)i<2ee"" (7.18) 
在 式 (7.9) 或 式 (7.10) 中 ， FA g(h+ -)~g(-) SAR g() WB: 


Seth)- fO=L(Gh+)- IOO. 


”用 式 (7.18) 取代 式 (7.8) 可 得 到 jg(1+h) 一 g(t)| 的 有 界 性 , 利用 这 
一 点 并 把 对 式 (7.15) 的 估计 应 用 到 S (t+h) 一 f(t) 上 , 即 得 : 对 任 
MteRRO<h<h,, If (t+h)-f (OI <4e/(1-e-™) 

RE. HF e 可 任意 小 ,所 以 在 RR 上 一 致 连续 . O 


在 更 新 理论 中 有 两 种 相当 不 同 的 情况 。 第 一 种 情形 是 ,x 可 
能 由 某 个 +>0 的 整数 倍 的 离散 集 所 支撑 , 在 这 种 情况 下 , 对 所 有 
HJ k, ”由 同一 个 集 所 支撑 。 因 而 由 式 (7.10) 知 /0 仅 依赖 于 
g(t—kt), k=0,1,2,°, 而 另 一 种 情形 , 是 这 样 的 7 不 存在 。 为 
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了 了 解 这 一 差别 的 意义 ,再 一 次 考虑 灯泡 替换 的 例子 。 如 果 生 产 
工艺 保证 灯泡 总 是 在 24 小 时 的 整数 倍 烧 坏 , 若 第 一 个 灯泡 是 在 午 
夜 安装 ; 则 更 新 仅 发 生 在 午夜 。 另 一 方面 , 如 果 灯 泡 的 寿命 分 布 
不 具有 这 种 周期 性 , 则 经 过 相当 长 时 间 之 后 ,灯泡 的 替换 在 白天 
或 黑夜 都 在 可 能 发 生 ， 

由 此 , 可 定义 测度 A 是 -算术 的 : 如 果 T+>0 是 使 得 4 的 支撑 包 
售 在 加 法 群 +Z 二 {tk; ke Z} 中 的 最 大 正 数 。 如 果 这 样 的 ?不 存 
在 , 则 称 k 是 非 1- 算术 的 。 作 为 一 个 简单 的 例子 ， 假定 4 的 支撑 
是 两 点 集 {y,,y,}, 这 里 y,,y,>0, W y,/y, 为 无 理 数 时 ,4 是 非 算 术 
的 。 当 yfy, 为 有 理 数 时 , 设 y,=k,t，y,=k,t, HP kk, 是 互 质 
的 整数 , 则 4 是 寺 算 术 的 。 类 似 地 ,例如 4 的 支撑 包含 区 间 , 则 上 
是 非 算 术 的 、 

更 新 定理 考虑 当 1-> oo 时 更 新 方程 的 解 f 的 极限 性 状 .其 
主要 结论 是 : 在 非 算术 的 情形 下 lim- OFE; METTER 
的 情形 下 ,了 浙 近 于 以 7 为 周期 的 周期 油 数 。 

更 新 定理 有 各 种 各 样 的 证 明 , 但 没有 特别 初等 的 证 明 。 这 里 
给 出 了 两 种 证 明 : 第 一 种 证 明 用 到 了 概率 论 的 思想 , 并 且 通 过 “ 


戏 ” 给 予 直 观 的 解释 。 第 二 种 证 明 利用 傅立叶 变换 ， FF its 22 19 B 
F Tauberian 和 定理。 


定理 7.2 (更 新 定理 ) 
设 g,h 满足 式 (7.6) 一 (7.8), fe F 满足 更 新 方程 (7.1)。 如 果 上 4 
是 非 算术 的 , 则 . 
lim f (t)= of g(y)dy (7.19) 


MR HFE T- ARK , 则 对 任意 € (0,2), 


limy (kr+ 乃 = 全 > g(it+y) (7.20) 
so j=-% 
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第 一 种 证 明 ”这 一 证 明 利用 了 概率 论 的 思想 ， RERERR 
情形 的 证 明 , 虽然 它 也 适用 于 非 算术 的 情形 。 通 过 把 坐标 放大 或 
缩小 适当 的 倍数 , 可 以 认为 上 是 1- 算术 的 ,再 通过 坐标 平移 , 可 
设 式 (7.20) 中 的 了 =0。 | 

下 面 用 概率 的 术语 来 表述 更 新 方程 (7 10) 的 解 。 设 (Y,,Y,,…) 
是 独立 的 同 以 概率 测度 4 为 分 布 的 随机 变量 序列 ( 因而 对 于 任意 
j,M(A) 是 了 EA WR). iP 是 序列 (Y,,Y,,…) 的 集 上 的 乘积 测 
BE ,E 是 相应 于 P 的 期 望 。 用 这 些 记号 , 式 (7.10) 可 写成 : 


f= È E(g(t- Y, -= — Y,)) 


= > 9OP( PTE k, EY, 十 … 二 革 =t 记 (07.21) 


固定 me Z+ ,考虑 下 列 二 人 游戏 : 设 有 一 块 “ 板 子 " 由 一 系列 
标号 为 {一 m, 一 m 十 1,…, 一 1,0,1,2,…} 的 “正方 形 " 组 成 , 见 图 7.1, 
甲 从 第 - 普 正 方形 开始 , 乙 从 第 0 正方 形 开 始 .两 人 反复 掷 
一 枚 “ 骸 子 ” 以 决定 移动 的 步 数 ， 设 掷 出 x 点 的 概率 为 A({x}), 并 
且 如 果 掷 出 x 点 ,就 向 前 走 x 步 。 直 观 上 很 明显 (至 少 对 于 玩 过 
板子 游戏 的 人 来 说 ) 如 果 y 是 一 个 很 大 的 整数 , 则 实际 上 甲 、 乙 
有 同样 的 机 会 在 游戏 的 某 一 步 到 达 第 了 正方形, 尽管 开始 的 位 
置 不 同 ， 为 了 看 清 这 一 点 , 假设 概率 测度 4 是 由 有 限 整 数 点 集 
{1,…,q} 所 支撑 , 且 AGf1)>0, 所 以 游戏 者 每 次 移动 的 位 置 总 是 


图 7.! ”更 新 定理 证 明 中 的 “游戏 "， 以 概率 1 游戏 者 最 终 到 达 
同一 个 正方 形 上 
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在 1 到 4 之 间 ,并 且 有 一 正 的 概率 只 移动 一 步 。 游戏 者 以 下 述 方 
式 依次 移动 位 置 , FER RT BJ, 并 重复 这 一 过 程 , 直到 他 
的 位 置 到 达 乙 Ree. RS CART’. 移动 、 直 到 
他 的 位 置 到 过 下 , 或 超过 甲 的 位 置 . 之 后 又 轮 到 甲 , 如 此 下 去 . 
则 以 概率 1, 甲 、 乙 中 有 一 个 最 终 会 到 达 另 一 人 所 占据 的 正方 形 . 
这 是 因为 在 每 次 轮流 开始 时 , 两 人 之 间 的 位 置 不 超过 q, RED 
有 8s=Af)>0 的 概率 ,在 本 轮 结 束 时 , 两 人 占据 相同 位 置 , 而 
与 以 前 发 生 的 事 是 相互 独立 的 。 这 样 在 1 次 轮流 之 前 甲 . 乙 没 有 
相遇 的 概率 最 多 为 (1 一 28)” > 0, 4 n— % 时 .上述 讨论 适用 于 一 
般 的 kL，1 -算术 的 条 件 意味 着 , 甲 、 乙 二 人 在 有 限 次 轮流 中 相遇 
这 一 事件 有 正 的 概率 。 条 件 (7.6) 保证 : HERK RTE” mE 
动 经 过 的 正方 形 个 数 的 期 望 值 是 有 限 的 。 
显然 ,一 旦 甲 、. 乙 位 于 同一 正方 形 , 则 甲 、 乙 沿 给 定 的 正方 形 
序列 行进 的 概率 相同 ， 记 5, 为 “甲乙 第 一 个 同时 到 达 的 正方 形 
为 正方 形 n” 这 一 事件 , Rr2n, 则 
P( 甲 到 达 riS) =P (ZENA ris), 
这 里 的 概率 是 在 S, 条 件 下 的 条 件 慨 率 。 由 游戏 的 “平移 不 变性 ”， 
Xf r2m 20, 
IP ZERA r+ m)—P( LAE r) 
= |P( RARE r) —P( ZEN r) 


-| Èpo EERE r|S,)— P( ZARE r/S,)IPCS,) 
< > P(S) 


e( s) 


并 由 上 一 段 叙述 知 , 当 r 一 00 时 ,上 式 对 m 一 致 收敛 到 0, 因此 
{P( 乙 到 达 rya 是 哥 西 序列 ,所 以 , 
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P( ZH r) 4 (7.22) 
4 r— o 对 某 一 8 成立 。 由 式 (7. 6) 知 ， ZF BK “HE” 后 行 
进 经 过 的 正方 形 个 数 的 平均 值 为 uqe) = =A, BR n=)", Ñ 
过 随机 变量 Y, 来 解释 式 (7.22) 就 是 : Wr», 


PC FETE k, WEY, +--+ Y, =) >=, 


这 样 , 当 ! 一 0 时 ,和 式 (7.21) 中 的 “第 j 项 KAF g(j)4-' ask (7.8), 
之 lg(j <o, 而 上 是 概率 测度 , 由 控制 收 全 定理 即 知 /0D) 一 
È gG, 
* 第 二 种 证 明 这 种 方法 利用 了 傅立叶 变换 的 性 质 和 维 纳 的 
Tauberian 定理 ， | 

A AB PAH BARC * V(x) =f Pf x-yV(y)dy 4 ro 
时 极限 的 存在 性 问题 。 维 纳 的 Tauberian 定理 指出 :如 果 f ER 


上 的 有 界 函 数 ,并 且 存 在 函数 由 e L' (R) 使 当 x > Off, 
(f*¥)(x) > 1, RTE Q EL © 


(1* p(x) > 1 $0)dy | 上 Ydy (7.23) 


ME V LERRA 0, 即 对 任意 的 u eR, 
; Wu) #0 (7.24) 

Ep W(u) =f? eww(x)dx E V HR. 

“ 【对 于 “充分 好 "的 函数 , 这 一 定理 的 直观 考虑 方式 是 : 如 果 

V(u) #0, 而 中 是 一 个 其 傅立叶 变换 中 迅速 下 降 的 函数 , 则 可 由 

b(u) = Yuh (u) KEX hu), ATT HBA, P= veh, KH h 

是 传 立 叶 变 换 为 hh 的 函数 ,形式 上 有 


CG + P(x) =(S*¥) *h)Q)= | (f+ ¥)(x—y)h(y)dy (7.25) 
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只 要 he LR), 上 式 积分 的 主要 贡献 来 自 “ 相 对 较 小 ”的 y。 所 以 ， 
如 果 x 非常 大 , 则 对 使 h(y) 有 意义 的 y,，(f*W)(x 一 y) Beat F l, 
于 是 式 (7.25) 的 积分 接近 于 fe AO)dy. HF $=h*y, 所 以 
f2- $0)dy= 了 ,VOD)dy] 5。h(y)dy， 因 而 式 (7.23) 成 立 .] 

下 面 在 4 是非 算术 的 情况 下 , 介绍 更 新 定理 的 Tauberian 证 
明 。 首 先 假设 g 是 连续 的 , 则 由 命题 7.1 知 f 一 致 连续。 对 式 
(7.1) 积分 , 移 项 并 交换 积分 次 序 ,得 : 


| [i soa f” | LF O-S (pardno) 


-| f f (Odiduly) 


= j E (hd u(y)dt 
= f S OMx-t,0)dt 
Aik, LEK W(t) =0, 当 t<0; VA = lO), 4220. 则 
| g(t)dt = F flx- dt =(f Yx) (7.26) 
特别 , 当 x 一 oo 时 | 
Uf *W)(x) > | ou (7.27) 


维 纳 的 定理 (7.23) 告诉 我 们 : 如 果 傅 立 叶 变换 条 件 (7.24). 成 立 , 则 
对 任意 PEL(R) | 


aw f soa | uy | | VO)dy 


| -| goaf pody (7.28) 
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因为 由 式 (7.6), JPW (yd y = feu([t,0))de= fetdu(o = 4, 为 了 验证 
st (7.24), 可 利用 4 的 非 算 术 性 .对 于 4=0, Ý (0)= f2 V (y)dy= 
人 >0; Fu FO, 由 分 部 积分 得 : 


Wu) = [em ,0))dt 


= ( m0 00 )) — | eranto) 户 
= ( 一 f eano) | iu 


由 于 A([0,%))=1, BREA MRA TE u #0, fH 1=[Pe™du(e), 唯一 的 可 
能 是 对 几乎 所 有 的 1,e” = 1, 这 就 要 求 对 4- 几 乎 所 有 的 t, 存在 整数 
n, E t=2nn/u, 因而 4 是 (27/w)- 算术 的 . 因此 ,对 任意 zeR， 
Y (u) #0, 即 条 件 (7.24) 成立, 所 以 式 (7.28) 成立， 

在 式 (7.28) 中 VA f (x) REY * 中 )(x), 并 选取 中 接近 “ 狄 拉 克 
Ô- 函数 ”由 命题 7.1， f TER L—BoESE ,因而 对 任意 :>0, 存在 
6>0, 当 0<hs6 时 ,对 任意 的 xe 民 ,|f (xth)-—fixi<e. ER 
p20, 使 得 f°. dy) dy=1 且 当 1yl>6 时 PU) =0, WA 
SO- *POl<¢ WEB x Rwy. HF ey Vee), , 故 
由 式 (7.28) 可 得 : 当 x 一 o BR, Sf (x) > Af, g(t)dt, 这 就 是 
式 (7.19). 

最 后 ,可 以 把 这 一 定理 推广 到 g 在 一 个 离散 点 集 上 不 连续 的 情 
况 . 任意 给 定 E>0, 可 找到 gog: R>R, 使 g=g,+g,, 其 中 g, 
是 连续 的 ,而 9,20, 且 人 -9(Ddt<es。 类 似 地 , 可 找到 连续 函数 
92: R—RFE g, >g, H f? „g (tdt <28, 并 且 可 进一步 要 求 9,,9, 和 9 l 
对 常数 e 满足 有 界 条 件 (7.8). 设 f AS, BS gog Ag SE 
新 方程 的 解 ( 由 式 (7.9) 给 出 )。 上 面 已 经 证 明了 更 新 定理 对 于 连 
SF PART g,,g, 成 立 , B24 x — 00 t 
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f )-> al go{t)dt 


H 0<lim supf ,(x)< lim sup/, w= g,(t)dt<2A7'e 
从 而 ,如 果 x 充 分 大 , 则 


Jf- af g(t)dt 


<|f -h C+ o- 下 g.(t)dt 


nof Igo — gde 


=, Colt if aya” go(t)dt| +4- i” gdt 


<3A7 8 


因此 , 在 这 种 情况 下 结论 (7.19) 成 立 。 O 


至 于 有 关 的 应 应 用 ， 其 有 相当 特殊 的 形式 ， 它 支 撑 在 一 有 限 
集 上 ,并 且 可 用 下 面 的 方式 表述 更 新 定理 ， 称 正 实数 集 {y,,…y.} 
是 -算术 的 ,如 果 T>0 是 使 得 每 个 y 都 可 表 成 7 的 整数 倍 的 最 
大 实数 。 如 果 这 样 的 7 不 存在 , 则 称 该 集合 是 非 算术 的 。 


系 7.3 


” Bm 之 2,y,,…,y。>0 是 “时 间 ”,p,,…,p。>0 是 “概率 ”， 因而 
LP, = 1,15 9 满足 式 (7.8)， 并 设 fe 了 满足 下 面 形式 的 更 新 方程 : 


1O=oO+2pre- 有 029) 
如 果 {y,,…,y。} 是 非 算术 的 , 则 
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lim f (t) =- F g(y)dy 


WR. OY} ET RRA, , 则 _ 
lim f (kt+y)=4"' > g(jrt y) 
kx j= o 


SHER y €(0,t) 成 立 ,这 里 1 =) yp 


证 明 如 果 取 h 是 支撑 在 {y,,…,y,} 的 概率 测度 ,使 对 j= 1,…,m， 
Hy})=p, 则 系 7.3 的 结论 正好 是 定理 7.2 的 复述 ， LV suf 与 
4 的 算术 或 非 算术 的 定义 正好 相 一 致 。 口 


7.2 对 分 形 的 应 用 


B alr) 是 自 相似 分 形 E 在 尺度 + 下 的 度量 值 ,利用 自 相似 性 ， 
Xir >r, 可 以 写 出 用 aar) 表示 a) 的 关系 式 ,利用 变换 可 把 这 
种 关系 转化 为 更 新 方程 。 由 更 新 定理 保证 的 解 的 极限 性 态 正好 与 
当 r OR, or) 的 性 态 相 对 应 ， 

通过 例子 可 很 好 地 说 明 这 一 问题 . BFF.) ERRAR 
系 , 这 里 F 是 压缩 比 为 x 的 压缩 映射 ,EcR" 是 吸引 子 ( 见 2.2 
T) MW E= U7,F(E), 为 了 方便 起 见 , 设 集 的 并 是 不 交 的 ， 像 定 
XA (2.1)- (2.3) 一 样 , 记 NE =N E) H EHAK EK, HI 
直径 为 > 的 已 的 覆盖 所 包含 的 集 的 最 少 个 数 。 已 经 知道 这 时 盒 维 
Kdim,E=dim,E=s, XH s WE Y= 1, 见 定理 2.7， 因 此 
lim logN(r)/(—logr) =s ,不 难 证 明 : 对 任意 +<1， 存在 c,,c,>0, 
使 得 CrsN(r) Ser’, Rae r 较 小 时 的 有 关 
N (r) 的 更 为 精确 的 信息 。 回 顾 一 下 f(r) ~ g(r) 的 意义 是 : 
lim f (r)/g(r)= 1. 
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命题 7.4 


设 E 是 如 上 所 述 的 自 相似 集 ,N(r) 为 忆 的 覆盖 数 函数 .如 果 
tlogr7',…,logr '} 是 非 算 术 的 , 则 存在 c>0, 使 当 r 一 0 时 ， 


N(r) ~ er~” (7.30) 
WR {logro logri} Æ T- FRAY , WW r— O BT 
N(r) ~ r-‘p(—logr) (7.31) 


这 里 p 是 一 具有 周期 了 的 正 函 数 ， 

证 明 we d=min,, dist(F(E),F(E)), N (r) 是 直径 为 > 的 覆盖 EE) 

的 集 的 最 少 个 数 。 注意 到 , 如 果 一 个 集 的 直径 + <d， 则 该 集 最 多 
只 能 与 一 个 F(E) HX. (AMR r>d, 则 该 集 可 以 与 若干 个 F(E) 

相交 。 由 此 , 可 计算 覆盖 E 所 需 的 直径 为 > 的 集 的 个 数 : 


N(r)= È NO- h(r) 


这 里 , 当 0<r<d 时 ,hiD=0; 而 当 r>d 时 ,h(n)>0， 由 于 F(E) 
与 E 相 似 ,相似 比 为 + REN ()=N(r/r), 因此 | 


NO=DNlr)-h@) 032 


这 是 民 映 的 自 相似 性 的 方程 ， 见 图 7.2. 用 如 下 代 换 变换 式 
(7.32), 即 令 


r="; f(D)=e™*N(e '); 9g(D=e he- (7.33) 
则 


N@= $ eves ether Nem) — h(E“) 
AmE eh 
f O=rif (elogr")—g() (7.34) 
这 里 s=dim,£, M È ri= 1, 所 以 它 是 带 有 “时 间 ”y,=logr;',“ 概 
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R” p ,= 天 的 更 新 方程 (7.29)，. 


rir, 


7.2 ”图 中 的 自 相似 集 E 由 相似 比 为 nm 两 部 分 组 成 ,把 E 的 左右 
两 部 分 ,分 别 放大 Airy, Vr fÈ, TER E 的 ~ MA. rr- 覆盖 
及 rrr 覆盖 之 间 的 关系 ， 由 此 得 出 关系 式 (7.32) 


由 于 N(r) 是 整数 值 且 是 不 降 的 。 因 而 f 及 h 有 离散 的 不 连 
续 点 集 。 由 于 当 0<r<d 时, h(r)=0, 故 1 之 一 logd 时 ,g(t)=0， 
遗憾 的 是 , 当 上 一 一 oo 时 , g(t) 无 界 , 所 以 按 通常 情况 不 能 将 更 
新 定理 用 于 式 (7.34)。 为 了 解决 这 一 问题 , 修改 f 和 g 的 定义 如 


下 : 
_) 0 t<0 
/0-| f(t) t20 


0 t<0 
a=} g(t) 一 2 rf(t-logr') i>0 
则 对 t ER 
| SODË S le-logr)-9 139 
这 里 ,如果 t#[0, 一 log min{r,,---,7,,4}], W g,(t)=0. 
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由 系 7.3 可 推 知 : 在 非 算术 情形 下 , 存在 c>0, 使 f (0)= SA) 
> c; 而 在 算术 情形 下 f (1) 浙 近 于 一 正 周期 沙 数 。 由 变换 (7.33) 
的 逆 变 换 可 推出 式 (7.30) 和 式 (7.31)。， O 


注意 到 式 (7.30) 中 的 常数 c 是 由 更 新 定理 通过 g, 得 出 的 , 因 
此 , 当 r 一 0 时 NO 的 极限 可 用 N(7) 在 1>r>min{fr di 范 
围 上 的 值 表示 出 来 。 而 式 (7.31) 中 的 函数 p 与 此 类 似 ， 由 于 
{logr7',…,logr '} “通常” 是 非 算 术 的 ( 即 存 在 i 关 j, 使 logr;'/logr-! 
EHER ), 所 以 “通常 "的 结论 是 rN) 收敛 于 一 极限 值 。 式 (7.31) 
的 浙 近 周期 性 是 一 种 “例外 ”的 情况 , 虽然 在 相似 比 +, 都 相同 的 自 
相似 集 ( 如 三 分 康 托 集 ) 会 出 现 这 种 情况 ， 

为 了 获得 更 精确 的 渐 近 形式 ， 下 面 考虑 直线 的 子 集 。 设 E 是 
[0,1] 的 自 相似 子 集 , 它 是 由 相似 比 为 r,,…,r, 的 相似 变换 生成 ， 
并 假定 在 变换 的 第 一 步 , 区 间 之 间 的 间隙 的 长 度 为 b,,…,b，，， 
定义 的 间隙 计数 函数 : 

| G(r)= FALE 的 长 度 大 于 等 于 ” 的 补 区 间 } 

(这 样 , 对 于 三 分 康 托 集 , r =r, =b,=1/3, 如 果 3-8 <r s3, 
W G(r)=2 ~1)。 对 于 较 小 的 六 更 新 定理 的 方法 适宜 用 于 估计 
G(r). 


命题 7.5 


设 E 是 如 上 所 述 的 [0,1] 的 自 相似 子 集 . AUR flogry |, 
logr;'} 是 非 算术 集 , 则 r 一 0 时 ， 


G(r) ~ rs” Ý b: Èr logr;' (7.36) 
如 果 {flogr logr 是 人 算术 的 , 则 对 任意 %>0, 当 上 一 co 时 


G (%p*) ~ (2p*) (1 ~e~") -'} exp (slog% — st | (ogb! 
i=] 
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+loga)/t] ) «(Sr ler} (7.37) 


这 里 P=e ,而 符号 “L x 」" 表 示 “ 不 超过 x 的 最 大 整数 ”. 

证 明 注意 到 对 每 个 i FE 这 一 部 分 上 的 每 一 间 际 的 长 度 等 于 
E 的 相应 的 间隙 长 度 乘 以 7, 因此 可 以 通过 计算 每 一 部 分 的 间 际 
个 数 , 再 加 上 每 部 分 之 间 的 间 阶 个 数 来 求 出 E 的 间隙 个 数 , 则 


G(r) =), GC/n)+#{i:b,>7) 


这 一 公式 当 r > ORY, HES r21 时 ,上 式 右边 第 二 项 变 为 0。 
r=; f(D)=e "Gle"); 9gD=e 亲人 六 >e 
则 可 得 与 式 (7.34) 类 似 的 等 式 : 


SO=Lr fe-logr +g) (7.38) 
这 里 当 1<0 时 , f()=9()=0, W s=dim,£=dim,E, BY r=, 
BL WONS- De". 所 以 可 直接 将 更 新 定理 应 用 于 式 (7.38) 


由 于 
F g(t)dt = H e-*dt 
=) sb 
由 系 7.3 得 : | 
imo- Sm] 3 yr logro’ 


再 把 上 式 变 换 回去 ， 就 得 到 式 (7. 36), T- 妇 术 的 情况 可 用 同样 的 
方法 证 明 。 LI 
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me 7.5 加 用 来 推导 E 的 r- 邻 域 的 勒 贝 格 测度 V(r) 的 渐 近 
形态 。 见 3.2 节 ， 


系 7.6 


设 E 是 如 上 所 述 的 [0,1] 的 自 相似 子 集 ,假定 {logr7',…,logr- 
是 非 算术 的 , M24 r— 0 时 


Vir)~ rr 2-1 — ss) se-! So Èr logr,' 
i=} i=] 


证 明 这 里 只 给 出 证 明 的 梗概 ,需要 的 精确 的 估计 可 像 式 (3.17) 
那样 较 容易 地 补 上 。 

V(r) = 2r(G(2r)+ D+), {141:4 是 长 度 小 于 27 的 间 附 } (7.39) 
这 里 G 是 间隙 计数 函数 ,G(r) ~ er, ic 是 式 (7.36 ) 中 x-: 的 系 
数 ,于 是 


| Dilla 是 长 度 小 于 2r 的 间隙 }= - face 


- 2r 
~ es t :dt 
0 


=cs(1 — s) (2r)! 
由 式 (7.39) 
V(r) ~ ertesi r 
=c(2r}) (1 -sy ' 
即 为 所 证 。 O 


当然 在 条 术 的 情况 下 有 与 系 7.6 类 似 的 结论 是 更 复杂 凌乱 
的 公式 )。 

更 新 定理 的 方法 可 以 应 用 于 许多 其 它 的 集 与 量 上 .基本 思想 
总 是 利用 自 相似 性 写 出 迭代 关系 , 而 后 把 它 变 换 成 更 新 方程 ,最 
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后 应 用 更 新 定理 。 这 种 方法 可 用 于 具有 较 弱 分 离 条 件 的 集 上 , 如 
开 集 条 件 , 见 练 习 7.4。 已 导出 的 更 新 定理 的 更 完善 的 形式 可 用 
于 研究 近似 自 相 似 集 , 如 cookie-cutter 集 或 保 形 迭代 函数 系 的 吸 
alt. | 

这 一 方法 可 用 于 考察 反映 日 相似 集 的 分 形 性 质 的 各 种 不 同 
量 的 无 穷 小 极限 。 在 12.3 节 中 给 出 了 对 分 形 域 上 的 热 方程 解 的 
极限 形式 的 应 用 实例 . 


7.3 注 记 与 参考 文献 

更 新 定理 的 叙述 可 在 许多 概率 论 的 教科 书 中 找到 ,比如 
Feller (1966) 或 Grimmett 与 Stirziker (1992), 更 新 定理 的 
Tauberian 证 明 可 在 Rudin(1973) 的 书 中 找到 , 用 概率 论 方法 的 
证 明 见 Lalley(1991)。 其 它 证 明 见 Lindvall(1977) 及 Levitin 与 
Vassiliev(1996), 

Lalley(1988,1991) 将 更 新 理论 用 于 分 形 的 覆盖 函数 , 这些 论 
文中 的 第 一 篇 处 理 了 具有 开 集 分 离 条 件 的 自 相 似 集 。Kigami 与 
Lapidus(1993) 和 Falconer(1995b) 把 更 新 理论 的 方法 用 于 自 相 
似 集 的 间隙 计数 函数 以 及 x- 邻 域 的 长 度 。 更 新 定理 适用 于 非 线 
性 IFS 吸引 子 ( 如 cookie -cutter $ ) 的 一 般 情况 见 Lalley(1989), 
那里 给 出 了 许多 应 用 例子 。 


练习 
在 没有 假设 (7.11) 的 条 件 下 , 证明 命题 7.1.( 注 :需要 多 做 一 
点 工作 来 估计 (7.12) 式 中 fh fe Yer 以 获得 像 式 (7.15) 


7. 


| 


PATIN 的 估计 ,而 这 可 利用 式 (7.7) 做 为 | 村 化 :a y+ 
wee ty, Sb}deu(y,) dH (y,), (a<b) 4 JR Wy FF z 。 
7.2 在 非 算 术 的 情形 下 ,改写 定理 7.2 的 第 一 个 证 明 (MAH 


150 第 7 章 更 新 定理 与 分 形 
戏 ” 要 在 实 直线 上 进行 , 沿 直 线 移 动 的 距离 由 概率 测度 J 
确定 。) 

7.3 对 三 分 康 托 集 ,详细 求 出 NO), 并 验证 式 (7.31) RE, REP 
是 具有 周期 log3 的 周期 ( 非常 数值 ) 函数 。 

7.4 4 EX von Koch W, NO ŁEZKI. 证 明 
N(r)=4N(3r) 一 h(7), 这 里 当 r<1/6 H, |h(r)}<6, 由 此 推出 
N(r) ~ r ”Pp( 一 logr)。 这 里 p 具有 周期 log3。 从 而 更 新 

理论 的 方法 可 用 于 不 严格 分 离 的 自 相 似 集 ， 

7.5 设 E 是 三 分 康 托 集 ,HH 是 YH' 在 E 上 的 限制 , 5=log2/log3， 
定义 MÇ) =H X {Gey): |x- Sr} = JUB, rdu), 证 明 

M () => MG) +40), Ba) = (HxH) {C y): 


+ SIx 一 咱 和 中 .由 此 研究 当 -= 0 时 MC) 的 性 质 . 


7.6 ECR © IFS 的 自 相 似 吸引 子 ,， 其 相似 变换 {P，…R 的 
wr Ar, n LE-AS F(E) ZARAZ., DEE E, 
定义 NN =H{(i,, i): dist(F,o--oF x, E) >r} 试 研 究 当 
一 0 时 NO 的 渐 近 形态 。 | 
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鞭 收 敛 定理 给 出 了 保证 随机 变量 或 函数 序列 收敛 的 一 般 条 
(F. 在 本 章 中 , 将 证 明 这 一 定理 , 并 给 出 这 一 定理 在 分 形 几何 中 
的 两 种 相当 不 同 的 应 用 。 


8.1 RA or EE 

EB PARR SV KE FE A] Fen Aa EB eR, 并 且 的 确 下面 的 应 
用 之 一 就 是 分 析 上 的 内 容 ,但 把 靳 看 作 概 率 术语 是 更 自然 的 . 
“ 睹 "这 个 词 来 源 于 经 典 的 赌博 名 词 ( 意 思 是 每 次 输 掉 之 后 , 再 把 
赌注 加 倍 ), 因而 自然 地 把 著 直 观 地 认为 是 关于 赌博 的 内 容 。 

赌 徒 同 赌场 进行 一 序列 赌博 , 赌博 在 下 列 意义 上 是 公平 的 , 即 
无 论 赌注 多 大 , HMMS OO. (Ait PRS RR 
于 这 种 情况 ， 即 赌博 者 在 没有 掷 到 6 点 时 , 输 掉 其 赌注 ; 而 在 出 
现 6 点 时 , 赢得 其 赌注 6 倍 的 钱 . ) 如 果 赌 博 者 大 次 赌博 之 后 的 财 
本 用 随机 变量 Y, 表示 , 则 赌博 的 公正 性 要 求 了 ,| 的 期 望 值 等 于 
Yo 而 与 赌注 多 大 以 及 以 前 的 输 岩 无 关 。 识 收敛 定理 的 一 个 版 本 
是 : 如 果 对 于 所 有 的 k，Y, 之 0( 即 赌博 者 不 允许 欠 债 ), 则 以 概率 1, 
Y 收敛 于 随机 变量 Y, 而 了 满足 E(Y)<E(Y,), 这 里 Y, BM 
本 ,E 表 示 数 学 期 望 ,( 在 赌博 例子 中 了 等 于 0 的 概率 很 大 ,即使 
赌博 者 极为 小 心 ,Y>0 也 仅 只 有 正 的 概率 )。 无 论 赌博 者 使 用 何 
种 “系统 ”来 确定 其 第 k 次 的 赌注 (可 以 依据 前 一 1 次 赌博 的 输 
RIM.) Y, 几乎 必然 收敛 于 一 最 终 值 了 , 而 了 的 期 望 不 超过 初 

台 赌 本 。 特别 , 这 意味 着 不 存在 任何 一 种 赌博 系统 能 使 赌博 者 获 

得 利润 。 | 

与 此 类 似 的 想法 大 量 地 存在 于 概率 分 析 中 。 下面 从 样本 空间 
QQ 开始 ， 下 是 其 上 的 事件 c- 域 ( 即 下 对 可 数 并 , 交 以 及 取 补 运算 
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是 封闭 的 ). 在 其 上 定义 概率 测度 P。 设 天 S FCS 了 是 一 
列 非 降 的 事件 c- 域 , 并且 假定 是 包含 所 有 下 的 最 小 o- 域 . 
对 于 k=0,1,2,… 设 是 天 上 的 随机 变量 . 称 Y, 或 更 准确 地 

(Y,,F, ÆR , MRM FER k=0, 1, 2, -- 
E(IY,|)< co (8.1) 

且 | 
E(Y,, IAJ= Y, (8.2) 
条 件 (8.2), BY, 对 天 的 条 件 期 望 等 于 YY ， 其 基本 意义 是 : 

HREN k PRETA, Y, 的 期 望 总 是 等 于 Y. 

[ 注 :在 技术 上 ,关于 对 c- 域 的 AR PENAI N BEE AI E E S 
复杂 的 .但 对 本 书 来 说 把 ECY D 看 成 是 在 已 知 V, ¥ K 
条 件 下 计算 出 来 的 Y,., 的 平均 值 就 足够 了 ， 下 面 将 用 到 的 条 件 

期 望 的 性 质 在 这 种 意义 的 解释 下 是 很 自然 的 。] 
在 赌博 的 例子 中 , FREN k 步 所 有 可 能 收入 的 集合 . 则 式 


(8.2) 的 意义 就 是 :无 论 赌 博 的 前 上 步 发 生 了 什么 , 赌博 者 在 第 人 +1 


次 赌博 之 后 的 赌 本 Yew. 的 平均 值 等 于 赌博 之 前 的 赌 本 Y .这 
反映 了 游戏 的 公平 性 ， 
由 式 (8.2) 可 得 到 无 条 件 期 望 
E(¥.,)=E(Y) (8.3) 
即 在 不 知道 以 前 发 生 了 什么 情况 的 条 件 下 , Ya 的 平均 值 与 了 
的 平均 值 相同 。 
RE REE TER HG. 2) 变 能 为 不 等 式 时 就 能 成 立 , 设 对 于 
k=0,1,2, E(X < co , PY, F) ELS, oe | 
O ECan I SY, (8.4) 
称 (XY , 天) EF Re, 如 果 
ECY al IDY, (8.5) 
(从 而 , 在 上 款 的 情况 下 ， 对 赌场 有 利 ; MEFR F , at ee 
博 者 有 利 .) 
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4 RUF I Ee MERE ER , 蒜 可 看 作 是 分 析 上 的 方法 而 
不 是 概率 上 的 。 一 种 简单 的 情况 可 用 图 形 直观 表示 , 见 图 8.1. 
设 E 是 一 集合 ,kK 是 E 上 的 有 限 波 雷 尔 测度 ,G,G,… 是 由 EE 的 
具有 正 测度 的 不 交 子 集 构成 的 有 限 集 类 ,并 且 对 于 每 个 ， 
E= U{AEG}, MH 人 中 任 一 集合 均 为 Ga 中 集 的 不 交 并 。 设 
天 是 由 G 生成 的 o- 域 ,在 这 种 情况 下 , 它 是 由 CG 中 的 集 通过 求 
并 运算 而 得 到 的 有 限 集 族 。 对 于 k=0,1,2,… 设 | 


ee be hd ee OE sarta 83 


8.1 AKEH) E-TR ,9% 在 4 的 每 个 区 间 上 是 一 常数 , 并 且 对 任 
Bx e4,gs(x) 等 于 gt 在 4 的 一 个 区 间 4 上 的 平均 值 


g: E —>[0, + ce ) 按 如 下 方式 定义 : 对 任意 AEG 
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g(x) AER, H x EA (8.6) 


9.) = way Jrd) (8.7) 


当 xe4 即 4 在 G PAYS A 的 任 一 点 处 的 值 等 于 4,, 在 4 上 
的 平均 值 . 

这 里 用 分 析 的 方法 解释 概率 概念 ,用 函数 代替 了 随机 变量 ; 
用 积分 代替 了 期 望 。 条 件 (8.6) 说 明 g, 是 天- 可 测 的 ; 而 式 (8.7) 
则 是 蒜 的 条 件 (8.2)。 因 此 可 以 认为 (9 5) EM. 

AAR A ERR BH ? 其 主要 原因 是 在 非常 弱 的 假设 下 ， 
它们 以 概率 1 收敛 (或 者 用 分 析 的 术语 来 说 一 几乎 处 处 收敛 )， 
鞠 收 敛 定理 的 标准 证 明 是 借助 上 交叉 的 概念 。 固 定 两 个 数 <b, 
考虑 区 间 [a,b] 的 上 交叉 数 M Y, 从 小 于 a 变化 为 超过 b 的 变化 
次 数 。 更 正规 地 , 定义 到 时 刻 n 为 止 , 由 了 ,产生 的 [a,b] HER 
LK U, 为 满足 下 列 条 件 的 最 大 整数 M: 如 果 存 在 整数 R; S 使 

OSR, <S<R,<S,<<R <Su En (8.8) 
开 且 对 所 有 1<i<M | 
Yk, <a, Y,>b 


设 随机 整数 8 和 R, 是 如 此 选取 的 : 5, 是 大 于 RR 的 最 小 整数 ,而 


R, 是 大 于 So 的 最 小 整数 , 由 此 可 保证 式 (8.8) 成 立 . 
饼 收 敏 定理 证 明 的 关键 是 下 面 的 关于 上 交叉 才 期 望 的 界 . 
命题 ”8.1 (上 交叉 引 理 ) 
WY, Ae FRR U, 是 到 时 刻 n 区 间 [4,b] 的 上 交叉 数 , 则 
) + |a| 


EV)< EC Dt (8.9) 


证 明 定义 新 的 过 程 Z, , 它 “ 尾 随 * 了 , . 在 赌博 的 例子 中 , 我 们 把 
2 看 作 第 二 个 赌博 者 乙 在 大 次 赌博 之 后 的 赌 本 (允许 是 负 的 ), Z 
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的 每 局 赌注 以 下 述 方式 依赖 于 甲 (赌博 者 甲 如 前 所 述 , 其 赌 本 为 
Y,)。 赌 博 者 乙 的 初始 赌 本 Z,=0, 并 且 乙 在 甲 的 赌 本 首次 小 于 a 
的 时 刻 R, 之 前 不 参与 赌博 。 从 时 刻 R, 起 , 乙 开始 下 注 , 其 赌注 
与 甲 相同 , 直到 甲 的 赌 本 超过 b 之 时 S, 为止 , 然后 停止 下 注 。 当 
甲 的 赌 本 再 次 低 于 a 时 , 乙 又 开始 下 注 , 赌注 大 小 与 甲 相 同 , 直 
到 甲 的 赌 本 再 一 次 超过 b, 如 此 下 去 , 见 图 8.2。 正 常情 况 下 ,不 
能 有 许多 上 交叉 , 否则 乙 的 尾随 于 甲 的 系统 将 导致 一 个 不 可 思议 
的 利润 。 在 数学 上 对 于 式 (8.8) 中 的 上 交叉 , 定义 
(Z. (如 果 0<k<Ri 或 S,<k<R,,,) 7 
(8.10) 


k+} 


Uz +Y,- Y, (MRR,<k<S) 


(第 一 种 情况 是 乙 “ 钉 住 ”, 第 二 种 情况 乙 的 赢得 与 甲 相同 。 ) 由 于 
Y, 是 上 著 ,由 式 (8.10) 和 (8.4) 得: 


Z 《如 果 0<k<R 或 Sk<R,,,) | 


E (Zl F) -| 
ZE 为 一 下 (AR RSK<S) 
2 
(这 说 明 无 论 以 前 的 赌博 收入 是 多 少 ， z 在 每 次 赠 博 之 后 的 期 
赌 本 最 多 是 这 次 赌博 之 前 的 赌 本 . 乙 所 使 用 的 系统 , 尽管 利用 了 
A, 但 仍然 不 能 产生 期 待 的 利润， ) 取 无 条 件 期 望 ， 则 有 
E(Z,,,)<E(Z,), Pat, E (Z) SẸ (Z,)= 0, o 
由 于 对 [c，b] 的 每 一 个 上 交叉 Z, 至 少 增加 5 一 a， 所 以 
Z,2(b-—a)U,t+min{0, Y,—a}. © (8.11) 
(上 式 中 的 第 二 项 是 考虑 到 Y, 在 时 刻 n :小 于 4 的 可 能 性 ) 对 式 
(8.11) 取 无 条 件 期 望 , 得 | 
02E(Z,)2(b —a)E(U,) +E (min {0, Y, —a}) 
2 (b — aE (U,) + E(—-|¥,| —lal) 
由 此 可 得 式 (8.9). 口 
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Y; 


0 ew, k 


图 8.2 上 交叉 引 理 的 证 明 . es Zu ee Me RANE Zp REI 
甲 (其 赌 本 为 YD)“ 上 交叉 "时 下 注 , 图 中 以 实 线 表 示 。 上 交叉 序列 
为 乙 带 来 了 利润 。 如 果 上 交叉 经 常 出 现 , 这 将 意味 着 乙 有 一 个 “ 襄 
的 系统 ", (ATER ERT BEART BER 


现在 可 以 LT AE VECES 


定理 ”8.2 .( ERS 效 定理 ) 
Ww Y, Beak ER, H l 
sup, E(|Y,I)< œ (8.12) 

则 存在 随机 变量 ( 即 P- 可 测 函 数 )Y, 使 得 Y, > Y, a.s， 进 而 
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E(|¥|)<lim inf E(Y,|). AUK [Y|< œ, as, 

证 明 由 命题 8.1 以 及 式 (8.12) 知 : 对 每 对 有 理 数 a<b, 随机 变 
HY, 以 概率 1 产生 有 限 次 [a,b] 的 上 交叉 。 由 于 有 可 数 多 个 有 理 
数 对 , 因而 以 概率 1, 随机 变量 Y, 在 每 个 有 理 区 间 [a,b] 发 生 有 限 
次 上 交叉 。 如 果 一 个 实数 序列 {y,} ,不 收敛 , 则 可 找到 有 理 数 a, 
b ,使 lim inf y <a<b< lim supy., RMA)”, Ela. blk 
生 无 穷 多 次 上 交叉 。 由 此 可 得 结 直 论 : 以 概率 1 收敛 , 定义 了 三 
lim inf Y., W Y, — Y as . h Fatou 513 EY) =E (lim inf IY, _ 
Slim inf EY.) Ssup E(IY,) <0 PFL [Y|< co as. D 


下 面 的 应 用 将 考虑 非 负 (上 ) BAC BITE k, Y, >20) 对 此 有 
下 列 的 推论 ， 


* 8.3 
ve AF HER Y, , 则 存在 非 负 随机 变量 Y, 使 了 几乎 必然 收 
FY 而 且 0<E(Y)<inf E(Y,). 
证 明 由 于 对 任意 k,0<E(Y|)= E(Y)<E(Y,)< cc, 由 定理 8.2 即 
得 所 要 结 ie. J 


定理 8.2 或 系 8.3 这 种 形式 的 靳 收敛 定理 有 一 个 缺点 , 即 可 
能 会 出 现 这 种 情况 : 非 负 款 Y,, 对 任意 k，E(Y,)= E(Y,)>0 成 立 ， 
但 极限 Y 却 放 乎 处 处 为 0。 在 许多 应 用 问题 当中 需要 得 到 至 少 有 
正 的 概率 使 了 >0 的 结论 。 因 此 现在 增加 条 件 来 保证 这 个 性 质 成 
Z. 
Rm Y, 称 为 是 L’- A FH He ,如果 | 
| supoei< ws E (Y?) < co (8.13) 
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KY, 2 LAR, 出 存在 随机 变量 了， 使 Y,> Y, as H 
当 k 一 oo 时 EUY-Y,I)<E(Y—Y¥,)}7 + 0, 
特别 , 对 任意 k, E(Y)=E(Y,). | 
MESA. 注意 到 , WR i> k, mW E(Y,Y, A= E(Y| DY, = Y RK 
条 件 期 望 ， E(Y, Y) =E(Y), TM m2 1 


Zer- = LEY- 2E (Y,Y,_ DHE D 


| -Feoy- -E D) 
=E(¥2)—E(¥2) 
所 以 由 式 (6.13) MLECY,-¥,))<0. AE, m>k Et 
E(Y,—Y))=E(¥2)-E()=> ENY,- Y, 
$ mo, 由 Fatou 引 理 ， 当 k 一 wm 时 | 
E-YDS È EŒ =Y 0 


ARET — FEARS : 
E(IYD)-E(IY,DISE (IY — Y,D SE (Y - Y,))2 >o 
由 于 Y, ER, HRC. DREN ERK, 国 而 命题 得 证 . E 


可 以 把 鞭 收 全 定理 改 写成 分 析 的 形式 ， 以 得 出 BRE LE 
pozirao d: CE a 
R 85 


对 k=0,1,2,…, 设 C ,是 如 上 所 述 具 有 正 测度 的 不 交 波 雷 尔 
集 的 有 限 集 类 ,再 设 g,: E—>[0,00) 满足 式 (8.6) 及 式 (8.7). 则 存在 
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CEE RERI RZ 9:E 一 [0,%) 使 对 4- 几 乎 所 有 xe E, g) >g). 
证 明 这 一 命题 正 是 系 8.3 的 分 析 表 达 。 条 件 (8.6) 保证 g, 是 
于- 可 测 eH, 是 由 GG 生成 的 0- 代数 。 式 (8.7) 表明 g,,, 在 
A 上 的 平均 值 是 g,(x), 而 这 正 是 式 (8.2), 由 系 8.3 知 HO) H- JL 
乎 处 处 收敛。 


8.2 随机 前 yg 


人 们 已 经 提出 了 大 量 的 随机 分 形 结构 , 见 FG15.1 节 .经 常 可 
以 利用 鞭 方 法 来 分 析 随机 分 形 .通常 的 作法 是 : 把 随机 集 上 的 随机 
测度 定义 为 与 分 形 结构 相关 联 的 测度 序列 的 极限 , RIS FF eo 
推导 极限 测度 的 性 质 . 在 这 里 是 要 找 出 一 个 随机 分 形 的 维 数 ,该 分 形 
是 把 单位 区 间 去 掉 一 序列 长 度 递减 的 随机 区 间 而 得 到 , (注意 这 种 
结构 与 3.2 节 中 结构 不 同 之 处 在 于 去 掉 的 区 间 可 以 是 重 到 的 .) 
Rai 是 给 定 的 满足 0<a,< 了 的 收敛 于 0 的 递减 数 
列 ， 再 设 4,,4,,… 是 [0,1] 的 随机 开 子 区 间 序 列 A, 的 长 度 为 a， 
区 间 A, 的 中 点 独立 地 均匀 分 布 于 [0,1]， 把 区 间 [0,1] 的 两 个 端点 
认为 是 一 样 的 将 是 方便 的 , 即 如 果 4, 的 中 心 在 x 处 ,而 
0<x< 本 oi( 相 应 地 1 一 x< 1 os 1), 则 人 是 由 两 端的 两 个 区 
间 组 成 : A=, x+ a) UU- atx, 1) (相应 地 
A,=[0,x+ > a,—1) U(x aol). BR K 4, 定 义 随 
机 采集 序列 E, 即 E,=[0,1] EE À Ay k= 120, RAO 
E= Ne=00.\ U4, (8.14) 
是 一 随机 闭 集 , 见 图 83. 容易 看 出 :如 果 a, <0 则 £(E)>0 


(这 里 L 是 勒 风格 测度 或 "长度") 具有 正 概率 WR Ya, = oo, 则 
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几乎 必然 有 上 (E)=0。 下面 考虑 一 种 重要 的 情形 :对 0<t<1， 
存在 常数 六 tE k— oo 时 


t 
k 
下 面 将 证 明 : 在 这 种 情况 下 , 只 要 EES, WE—RES 
形 。 并 将 证 明 : 以 概率 1, E 的 豪 斯 道夫 维 数 最 多 是 1 -1, 并 且 通 
常 就 是 1 一 !。 


d, ~ 


(8.15) 


E 


E; 


£3 


图 8.3 GAR E 的 构造 是 反复 去 挤 随机 区 间 而 得 到 ， 图 中 左边 显示 
的 区 间 序 列 是 为 了 形成 右边 的 集 而 被 切 掉 的 部 分 


首先 来 估计 一 个 给 定 的 点 以 及 一 对 给 定 的 点 属于 E, 的 概 
率 ， TARIHE xe [0,1], PQXEA)=a, 定义 


=[]a-a) k= 1,2,.… (8.16) 
人 由 于 a,= 00, 所 以 
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E k k k 
logp, =} log(l—a) ~ —Yia,~ —} tji ~ —tlogk (8.17) 
i=] i=l f=] 


于 是 由 式 (8.15) M, 

logp, ~ —tlogk ~ tloga, . (8.18) 
对 于 x,y © [0,1], d(x, y) =min{|x— yl, 1—-|x—yl}, 即 把 0 和 1 
看 作 相 同 的 点 时 ,x 与 y 之 间 的 距离 


“3 引 理 8.6 
(a) 对 任意 xe[0,1] 及 k=1,2,… 
P(x E)-[ -a)=p, | (8.19) 
(b) 给 定 s>0, 存 在 c>0, 使 得 
Te 


对 任意 xye [0,1] 及 人 = 1,2… MW, 
证 明 "xe E,, 当 且 仅 当 对 所 有 的 i=1,…,k,， x éA. ETE 
(X40), 是 相互 独立 的 ， 所 以 


P(x € E,)= Pet 4)= [La-a= p, 
给 定 E> 0, 由 式 (8.18) 知 , FE c > 0 使 对 任意 k=1,2, 
[I -a)= p,2c,at*? (8.21) 


考虑 当 x.y 均 不 属于 4 时 ,4 的 位 置 ,并 利用 4 的 中 点 服从 均匀 
分 布 , 则 | 
—d(x,y)S1—a, “4 a, > d(x,y) 


PxA, H y¢A)= 1 
1-24, SC Tay 当 a,<d(x,y) 


所 以 
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P(x¢4,y¢4) _ < 4a >d(x,y) 
Q-a) 4 a< d(x,y) 
因而 由 切割 的 集 的 独立 性 , 对 满足 式 (8.21) 合适 的 c，， 


P(xEE, H yeE,) -f P(x¢A, H y¢A) 


— 
p? rio (a) 


jaj d(x,y) 


=(P aam) 


< pri p+ 
SC Gi,y) 


其 中 j(d (x,y)) 是 使 得 a>d(x,y) 的 最 大 整数 j， 由 式 (8.15) 知 ， 
aa 一 1 因此 aoc ~ d(x,y), 即 知 式 (8.20) 对 合适 的 常数 
c>0 成 立 , O 


M laen N E, X EE, 的 示 性 函数 , 则 不 等 式 (8.20) 可 写成 
px EC laxy) E= p7 P(XEE, yeE,) i 
Scd(x,y) t? , (8.22) 
下 面 引入 随机 测度 序列 a= p7 全];, 即 勒 贝 格 测度 在 E, 上 
的 限制 理科 以 因子 pr'. 从 而 对 集合 4， 
- B(A)=py'L(AN E) 
DUE EDUKA mS a 六 以 概率 1 收敛 于 一 随机 测度 
h。 回 顾 一 下 , SER Mp2 ",(p +1)2- ) 这 种 形式 的 区 间 其 
Hm, p ERK. : 


5| 理 8.7 


| 以 概率 1 存在 支撑 在 E 上 的 ， 满足 0<k(E)<% 的 波 雷 尔 测 
度 /, 使 对 每 个 集 A, uA) 一 4(4), 其 中 4 是 二 进 区 间 的 有 限 
FF, iA HE)> 0 HERE, 
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证 明 记 F, 是 由 4,,4,,…,4, 的 中 点 的 随机 位 置 为 基础 的 
0- 域 . (形式 上 ,下 是 由 [0,1] 的 波 雷 尔 子 集 的 k- ERRER 
0- 域 .) 对 每 个 二 进 区 间 4, 由 独立 性 得 : | 
EKA)NF)=E(p LAN E, NOINA DIE) 

= p;i, £ (01A) L(A N E) 

=p; (l —a,,,)p H(A) 

=H(A) 


所 以 对 每 个 二 进 区 间 A, H(A) 是 非 负 款 。 由 系 8.3 知 : 存在 随机 
变量 H(A), 使 得 以 概率 1, 对 可 数 多 个 二 进 区 间 中 的 每 个 区 间 A, 
H(A) 一 A4) 成 也 。 以 通常 的 方式 把 4 扩张 为 支撑 在 巨 上 的 波 
雷 尔 测度 , 由 可 加 性 , 对 于 二 进 区 间 的 有 限 并 A, 也 成 立 儿 (4) > 
H(A). (事实 上 , 几乎 必然 这 一 收 分 对 于 任意 的 波 雷 尔 集成 立 .。) 
现在 考虑 (4[0,1]) 利用 式 (8.22) 
E ((#,[0,1])?) = p,?E¢ LCE,)”) 
=pCE( LX LY(x,y):x€E, Aye E,) 


=p,7E 小 Ex x sydd 


sel fae y)- "dxdy < 


这 里 选取 使 得 i(1+6)<1,( 注 意 d(x,y)" 条 x-y 一样, 当 

x 接近 y 时 出 现 奇异 值 ) 于 是 14[0,1] 是 上- RR A 8.4, 

E (H(E)) =E (4{0,1])=E (#,[0,1]) = 1, HEGREBIP NCE) > 0)> 0. LJ 
命题 3.8 


对 于 随机 前 切 集 E, 以 概率 1, dim,E<dim,E<1-1, 并 以 正 
概率 使 1 一 :<dim,E。 
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证 明 给 定 5, Ok) 是 使 得 a,=|4,1>256 的 最 大 整数 k。 注意 
到 ,如果 x EE, XE E, 是 E 的 5- 邻 域 ,并 且 jk(6), 则 x€Aj, 
这 里 4; 是 与 4 具有 相同 中 点 , 长 度 为 -26 的 开 区 间 . 由 剪 切 的 
独立 性 ,对 任意 xe [0,1], 
P(x€ E,)<P(x€A> 任意 j= L,- WTO 


k(S) 

<[] P(x ¢ 4;) 
. j=] 
któ) 


<]] (1 —(a,—26)) (8.23) 


但 当 6 — 0 时 , 利用 式 (8.17) 及 t/k (8) ~ ay 一 25( 由 式 (8.15) 及 
a,,,/a, — 0), 


ki) kið 
log [] (1—(a,—26))< -9 (a 一 25) 
i=] j=i ` 


= -9 a + 2ôk() 
~ —tlogk(0)+ 26k(5) 
~ tlogd+t (8.24) 
再 由 式 (8.23) 即 得 : 对 给 定 的 >0, 存在 c, 对 任意 5<1 
E(L(E))=P(xe 已) 和 cb 
所 以 | 
| 人 > Lens") c 7 bf <a 


2 一 | 527%: k=1,2, 


于 是 可 以 得 到 结论 :以 概率 1, Ya go L(E,)5-'** <00 所 以 


LE)5-"** 对 2! 这 种 形式 的 5 有 界 ,因此 ,对 任意 的 0<6<1 
有 界 ( 由 于 LE) 关于 5 BIER). 由 式 (2.5 ) 得 
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dim,E<1-r+2e, AW s>0 是 任意 的 , 即 知 ,以 概率 1 
dim,E<1-t, 
对 于 下 界 , 可 以 利用 位 势 理论 来 计算 。 设 se> 0, u, 4 是 如 上 
所 述 的 E, 和 E 上 的 随机 测度 。 因 为 对 二 进 区 间 A, (A) — uC A), 
a、s， 由 Fatou 引 理 ,并 利用 式 (8.22), 倘若 d <1 一 t(1 +e), 则 


E (| ‘|x -yi anoano) 
<e(im | ff — y] ETO) 


Slim inf E (| |x 一 EOLO 


Slim „inf Py” (merce 
E fil l a, | . 
< ef | d(x yy Ayy H dxdy > 

0 vo i | no 


< co 


所 以 可 推出 , 对 任意 d<1—t ;以 概率 1, ffl- y dudal) < 
co ,其 中 k 是 由 EE 支撑 的 随机 测度 . PEE ah eT 2.5 可知， 只 要 
ME)> 0 有 正 的 概率 , 则 dim,E21-¢ 。 口 


这 种 随机 剪 切 结构 有 许多 自然 的 变化 及 延 拓 。 例 如 在 二 维 情 
况 : 可 以 从 单位 正方 形 ( 把 对 边 看 作 相 同 ) 移 去 一 系列 半径 为 a > 
q, 之 … PIE MES OS ), 并 使 它们 的 中 心服 从 相互 独立 的 
均匀 分 布 ,就 可 得 到 该 正方 形 的 分 形 子 集 E, 见 图 8.4。 用 类 似 的 
分 析 方 法 可 找到 剪 切 集 的 维 数 , 见 练习 8.4 . 


图 8.4 AA BALE RAGA PO OB 列 而 得 到 的 随机 
切割 集 . 这 里 第 上 个 圆 的 半径 为 十 2, 切割 集 的 维 数 是 1.87 


许多 种 类 的 随机 集 可 以 通过 利用 款 定 义 该 集 上 的 随机 测度 的 
方法 进行 研究 。 例 如 不 切 掉 区 间 , 而 可 以 考虑 被 无 限 多 个 区 间 覆 
HEA , 在 合适 的 区 间 长 度 条 件 下 ， 就 有 可 能 计算 出 属于 无 穷 多 . 
个 随机 区 间 的 点 集 的 几乎 必然 的 维 数 ， . 

MH , 拷 技 巧 可 用 来 研究 自 相似 集 的 自然 的 随机 推广 。 象 文 
AR FG,15.1 节 中 讨论 的 统计 自 相似 集 ， 于 里 利用 L?. ARMER 
类 集 上 定义 了 随机 测度 . 
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8.3 AHIRE NE EA 


TEAS 5 PRG AA] ABR, 并 以 一 种 非常 不 同 的 方式 来 研究 两 个 
( 非 随机 ) 自 相似 集 之 间 的 双 李 卜 希 兹 映射 的 存在 性 . 

集 E 和 下 称 为 是 双 李 上 项 兹 等 价 ,如 果 存在 双 李 卜 希 兹 映射 
/: E-> F， 即 满足 下 式 的 双 射 ， 

elx- yi SH) SQ) Se,)x—-y] YEE) (8.25) 

其 中 0<c,c, 。 双 李 小 希 绝 映射 保持 集 的 许多 “分 形 性 质 " 不 变 ， 
特别 是 dimE = dime, 这 里 dim 表示 豪 斯 道夫 维 数 ; LK. F BER 
或 任何 合理 定义 的 其 它 维 数 。 见 式 (2.12)。 正 象 拓扑 学 的 一 个 主 
要 目的 是 把 集 按 同 胚 ( 认为 两 个 集 等 价 , 如 果 在 两 个 集 之 间 存 在 
一 个 连续 可 逆 映 射 ,并且 其 道 也 连续 . ) 分 类 一 样 , 分形 几何 的 目 
标 之 一 是 把 集 按 双 李 小 希 兹 等 价 分 类 。 在 拓扑 学 中 要 寻找 集 的 同 
EAEE, 即 这 样 一 种 与 集 相 关联 的 量 , 它 对 于 同 胚 的 集 是 相等 
的 (如 欧 拉 - 庞 顷 莱特 征 什 )。 同 样 地 , AER BTU WEL hý 
兹 不 变量 。 对 于 双 李 目 希 效 等 价 的 两 个 集 , 它们 必定 是 同 胚 的 ， 
并 且 具 有 相同 的 维 数 。 然 而 , 一 般 说 来 , 这 一 条 件 远 不 足以 保证 
它们 等 价 ， 

下面 用 拷 方 法 说 明 某 些 具有 相 同 维 数 的 自 相似 集 不 是 双 李 h 
EENE 为 易于 说 明 , 只 对 一 对 特殊 的 集 给 以 证 明 ， ERI 
法 适用 于 许多 更 一 般 的 自 相似 集 。 

: 设 王 是 三 分 康 托 集 , 上 是 通过 下 面 所 述 的 区 间 代 换 而 得 到 的 自 
相似 集 : 从 单位 区 间 开 始 , 每 次 都 以 三 个 间 辽 相等 ,长 度 都 为 原 
区 间 的 f=3-*%s 倍 的 子 区 间 取 代 原 区 间 ,并 反复 地 进行 下 去 . 
见 图 8.5. WES FRR, WA 8.6. B Ay ve RR RE dim, E= 
dim, F =log2/log3 。 所 以 从 拓扑 或 维 数 上 不 能 排除 与 F 的 双 
李 卜 希 兹 等 价 性 、 | | | 
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Pee | 
X, Xr | . FA) 
rim, pim PP 


pa aa oa a8 fa on HU ri at is mi me ms W IN N 
E a 


8.5 ”两 个 自 相 似 集 之 间 的 映射 / 。 对 的 第 x 级 水 平 的 子 集 X, 映 象 
[OO F OH mk) 级 水 平 的 子 集 的 完全 并 


命题 8.9 


上 述 的 集 E F 不 是 双 李 卜 希 效 等 价 的 . 
证 明 . 用 反 证 法 。 假 定 存在 双 李 上 卜 希 兹 映射 E> F WER 
(8.25)。 所 请 E 的 -级 水 平 的 子 集 , 是 指 形式 为 三 在 天 的 集 ， 
里 XX 是 在 通常 康 托 集 的 结构 中 出 现 的 长 度 为 3“* 的 一 个 区 间 。 
CG 是 E 的 所 有 上 -级 水 平子 集 所 构成 的 类 。 类 似 地 ,Ff ag k- sok 
平子 集 是 指 FF 门 Y 这 种 形式 的 集 , 其 中 了 是 在 F 的 结构 中 出 现 
的 长 度 为 所 的 3 个 区 间 之 一 ， 
W cne, 由 式 (8.25) 所 定义 , 对 k= 0,1,2,… 定义 m(k) 是 满足 
下 式 的 最 小 整数 : 
pr ce 3- | (8.26) 
S ENE ba RHUME EE : 如 果 XE EH k- RK 
平子 集 , 则 /00 是 的 nimh 级 水 平子 集 的 完全 并 ， 其 中 整 
数 n 满 足 
"2- te Sn < 027 c, (8.27) 
为 了 看 清 这 点 , 注意 到 如 果 f(X) 包含 下 的 一 个 m(k) 级 水 平子 集 - 
Y 中 的 任意 点 , 则 fA(X) DY; 否则 必 存 在 xE X, WE E\X 使 得 
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I(x), fw) EY， 由 此 可 得 : 


B® =Y >V) —f(w)|2 cilx— ol>ci3- 


这 与 式 (8.26) 矛盾 。 由 式 (2.12) 及 HEH (F)=1 可 得 式 (8.27) 
中 关于 n 的 界 : 


o< HYCO) _ a3” _ (8.28) 
HX) 2 | | 
XT k =0,1,2,°° -定义 Jk E — R 
9:(%) =H NXN H (X) (8.29) 


其 中 XX 是 E 的 k- 级 水 平子 集 , 且 xeX， 因此 9 € EREA k- 
级 水 平子 集 上 是 一 常数 。 此 外 ,如 果 xeEX， 而 XX,、X, 是 k- 级 
水 平子 集美 的 (Kk 十 1)- 级 水 平子 集 , 则 

g,(x) =2°H'(f(X)) 


=< PAAD SEAN 
=F ax) to 
=H (XY nj Oye COAH) (8-30) 


其 中 Xo Xp 分 别 为 X, 和 X, 中 的 任意 点 . MIE RA RAF. 7), 
由 系 8.5 H g,(x) 对 几乎 所 有 xeE Wey , 
选取 x 为 任 一 收 级 的 点 ， 设 g(x) 一 ce， 由 式 (8.28) XG. 29) 
得 e Sesc, 
由 式 (8. 28) 和 (8.29) | i 
g(x 53 mOn (8.31) 
HP n 满足 式 (8 27), 于 是 i 
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giri(X) L D 2n' 


Uni 


g(x) - 2*3- "Oy BMD Oy 


其 中 cnn, nS 3b es 这 里 利用 了 式 (8.26)、(8,27) 以 
及 定义 (8.26) 保 证 的 m(k + 1)— m(k) 对 任意 上 有 界 。 因 此 9 . 0) 
so 仅 能 取 有 限 多 个 不 同 值 。 由 于 尔 (x 收敛 于 一 非 0 极限 值 ， 
这 要 求 g(x) 最 终 是 常数 , 即 对 所 有 充分 大 的 k，g,(x) =ec 。 对 所 
ARE k, 由 式 (8.31) 知 : 存在 整数 mw, 使 ， 

c=g,(x)=2°3-"n, (8. 32) 
所 以 c 是 有 理 数 , 设 c=p/qg， 其 中 p,q ERNE BERK. 因此 , 
对 这 些 充分 大 的 天 ，23 "pn = p/q BP | 

2*'nq =3"®p ' (8.33) 

即 对 任意 充分 大 的 上，P 可 被 2% ER. RRR. MA f 
不 是 双 李 PATE ， 口 


在 以 上 的 证 明 中 ， IFT BRE A 在 某 种 意义 下 ， /是 “关于 测 
度 可 微 的 ”, 而 由 集合 E, F 的 几何 性 质 可 推出 了 是 “局 部 线性 
Ay”. 

:用 很 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 : 如 果 E,F 是 如 下 构造 的 自 相似 集 ， 
即 E 各 分 别 是 反复 用 m 个 或 n 个 长 度 相 同 且 间隔 一 样 的 子 区 
间 来 代 换 原 区 间 而 得 到 的 自 相 似 集 , 则 E,F 是 双 李 卜 希 兹 等 价 
的 必要 条 件 ( 而 且 这 一 条 件 确实 是 充分 的 ) 是 :dim， E= dim aF B 
m=n 或 n=m 对 某 一 正 整 数 q 成 立 ， 、 . 

更 一 般 地 , 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 ， 利用 不 相等 的 相似 比 构 
造 的 日 相似 集 之 问 等 价 的 必 要 条 件 。 记 E(t, rR 上 相似 
比分 别 为 ror, 的 IFS 的 吸引 子 ， 并 且 满足 强 分 离 条 件 ， 则 | 
Er n) 是 全 不 连通 的 ， 
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命题 “8.10 


下 列 条 件 是 集 Errn) F Elt) 双 李 卜 希 兹 等 价 的 必 
要 条 件 : 
(a) Sime ata) = CME (Ey st) 三 8 ; 
(b) Qrp) =E, E) Ht Oa, RRA OF 
WR, 该 子 域 由 apea, 的 有 理 函 数 构成 : 
(c) PEERS po ik | 
SEP (ri rR) Ssgp CEt) 
sgp(r? ESP rn) 
这 里 sgp(a,,…,g,) 表示 由 a,…a。 ERAR, x) 的 子 半 群 ， 
BU TUR AI aan 这 种 乘积 形式 的 集合 , 其 中 % 是非 负 整数 ， 
证 明 证 明 的 基本 思想 与 命题 8.9 相似 , 略 . oO 


一 般 地 , 确定 两 个 集 是 否 为 双 李 卜 希 兹 等 价 是 一 个 复杂 的 
问题 。 以 上 的 方法 适用 于 某 些 与 康 托 集 同 胚 且 全 不 连通 的 自 相似 
集 。 在 其 它 一 些 极端 情况 下 , 一 大 类 同 胚 于 圆 的 准 自 相似 分 形 之 
间 的 等 价 是 由 豪 斯 道夫 维 数 完全 确定 ; 这 一 结果 在 文献 FG 14.4 
节 已 有 讨论 . 


“8.4， 注 记 与 参考 文献 

a Williams(199 1) fy #5 P8 iH T FL BR BE Ah 
方法 。 在 许多 概率 论 教 科 书 中 ， 如 Grimmett 和 Stirziker(1992), 
都 包含 坝 论 的 内 容 . 

Mandelbrot(1972,1982) 引入 了 随机 剪 切 模型 » 或 称 为 由 他 命 
名 的 随机 震颤 模型 ,其 维 数 计算 是 基于 生 灭 过 程 ， 这 里 的 方法 属 
于 Zahle(1984). 他 给 出 了 许多 概括 性 的 东西 。 对 于 其 它 基 于 区 间 
的 随机 代 换 等 结构 , 见 Kahane(1985) 及 其 中 的 参考 文献 。 与 康 
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托 集 类 似 的 其 它 随机 集 和 自 相 似 结构 在 FG 15 章 中 有 描述 . 
用 鞠 来 讨论 自 相 似 集 的 双 李 卜 希 兹 等 价 的 方法 是 属于 
Falconer 和 Marsh(1992)。Cooper 和 Pignataro (1988) 给 出 了 
不 同 的 处 理 方法 ， 


练习 


8.1 Wii Y, AH, 则 对 任意 E(Y) =E(Y): 且 对 任意 

mk 20, E(Y,,lF)=Y.. 

8.2 LY, RAFF WLM, E sup,E(¥)< © , 则 Y2 也 是 上 
th. 

8.3 在 随机 剪 切 模型 中 , 证明 :如 果 Ša, <œ, W] L(E)>0 


“具有 正 概率 : 如 果 》 a= co ， 则 5(B)- 0 a.s. 
8.4 ha, 是 非 升 数列 , 且 @ 一 做 -至 其 中 0<t< VIM, E 
ho F PP RY RG A BY a K o: 把 单位 正方 形 (把 对 边 看 作 相同 ) 
去 掉 一 序列 半径 为 ay 中 心 为 独立 均 习 分 布 的 圆 而 得 到 集 
E. 修改 8.2 节 中 的 讨论 以 证 明 dim， „E <dim E S2- ne, 
且 具 有 正 概率 取 等 号 。 
8.5 HE, 下 分 别 是 以 六 个 或 严 个 长 度 相 等 且 具 有 相同 间隔 的 
子 区 则 取代 原 有 区 间 构 造 出 来 的 民 的 自 相 似 子 集 。 证 明 在 
下 ,下 之 问 存在 双 李 下 斋 兹 等 价 映射 的 充 要 条 件 是 ; dim E 
=dim,F 且 m=n' 或 n=m 对 某 一 正 整 数 g RS, 
(提示 : 模仿 命题 8.9 的 证 明 ;对 一 个 较 简单 的 问题 : 当 m 
有 一 个 不 能 整除 nn 的 素 因 子 时 ,证 明 这 种 映射 不 存在 。) 
8.6 ”验证 命题 8.9 PS RARE. (提示 : 用 分 类 的 方式 ， 
| 建立 集 的 间隙 "之 间 的 映射 ， .) | 


第 9 章 切线 测度 


“切线 测度 提供 了 研究 集 和 测度 的 无 穷 小 特性 的 一 种 手段 。 特 
别 是 许多 涉及 密度 . 可 求 长 性 及 集 的 射影 等 几何 测度 论 的 典型 
结论 ,都 可 以 利用 切线 测度 ,通过 自然 的 方法 证 明 . 一 些 非 常 有 用 
且 富有 技巧 性 的 结论 已 利用 这 些 方法 得 到 . 在 这 一 章 中 只 描述 了 
切线 测度 的 基本 性 质 ， 并 给 出 几 个 简单 的 但 却 相当 优美 的 这 用 实例 


9.1 ”定义 和 基本 性 质 


切线 测度 描述 的 是 点 的 邻 域 集合 的 结构 , 当 通 过 一 一 种 不 断 放 
大 的 微观 的 尺度 观察 时 ,这 种 结构 会 变 得 愈加 明显 . 也 就 是 在 
观察 极限 集 或 极限 测度 时 , 可 以 通过 对 点 周围 一 一 系列 逐渐 扩大 的 
对 象 的 考察 来 实现 。 这 些 极限 或 “切线 测度 ， 在 某 种 意义 上 类 似 于 
导数 。 它 们 带 有 关于 集 或 测度 的 局 部 结 FAN ABSA , 由 
于 切线 测度 具有 的 某 些 有 规则 的 性 质 ， 意味 着 利用 它 ma 比 利 
用 原来 的 集 或 测度 更 易于 处 理 。 

在 本 章 中 ,4 总 是 表示 RA" 上 的 有 限 (3 RENAR RERA: 
在 非常 多 的 大 部 分 重要 情形 , 4 是 s- - 维 豪 斯 道夫 测度 在 s 集 巨 上 
的 限制 .( 这 里 EcR" 是 满足 0<36(E) < co 的 波 雷 尔 集 ) 即 
A=3 和 1。 在 这 一 章 中 ,总 是 假设 存在 数 s， 使 得 对 /- APAA, 
上 的 s- 维 密度 上 .下 有 界 , E: 


0<D'(u x)= lim uot MBG <i Slim | sup p MBL, r)) 


(在 /是 是 YH TE s- 集 上 的 限制 的 情形 ， 则 对 ~- -几乎 所 有 的 x 
Dh,x) < co 必然 成 立 )， 
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对 xeR 及 r>0， HYP AE SCRAP aR -> R’: 
FY) = -Or (9.2) 
于 是 已 ,将 点 x 变换 成 原点 ,并 以 系数 1/r 为 相似 比 , 所 以 球 
B(x, 站) 被 映射 成 单位 球 B(0,1)。 令 人 特别 感 兴趣 的 是 那些 相似 测 
度 变换 的 方式 ， 因此 , 定义 测度 闻 诱 导出 的 相似 映射 如 下 : 
| (F,,[#])(A) = W(xt+rA) (9.3) 
其 中 4 是 R" 上 的 测度 , 而 对 任意 集 4 ccR",xt+r4A= (xtra: aEA}. 
于 是 F, [#] 可 以 看 成 是 人 在 x 的 周围 放大 了 1/r 倍 的 测度 。 
“为 定义 切线 测度 , 考察 当 7 从 0 时 , 尺 ,[ 由 的 可 能 的 极限 情 
形 。 为 了 得 到 正 的 且 又 局 部 有 限 的 极限 测度 , 这 些 测 度 的 数量 级 
需要 合理 的 确定 。 于 是 ， 可 以 按 下 列 方式 定义 人 在 点 x6 只 的 切 
RAR v: :如 果 存在 实数 序列 ri x 0, fË: | 
Y= lim 六 F, (HI (9.4) 
这 里 的 极限 是 测度 序列 的 能 梳 限 , 见 1.4 节 , UZES x HSM 
ERA Py we TE x 的 切线 空间 ,并 用 Tanu 表示 ，[ 注 意 ， 
由 于 某 些 原因 , 也 称 定义 的 切线 测度 为 标准 的 切线 测 度 . ] 当然， 
Tanh ARAF HE ,但 对 每 个/ 最 多 只 有 一 个 * 使 式 (9.0 成 立 ， 
利用 式 (9.3) 及 关于 弱 收 敛 的 定义 式 (1. 24), 式 (9.4) 意 昧 着 对 
任意 具有 有 界 支撑 的 连续 函数 g: R'— R, 


fowo- lim r; Jaw rddu) (9.5) 


切线 测度 是 局 部 有 限 的 ， 但 一 般 情况 下 ， 它们 都 是 无 界 支 撑 上 的 
无 穷 测 度 ,即使 人 不 是 这 样 的 测度 。 : 

举 出 一 些 例子 将 有 助 于 理解 切线 测度 的 概念 We ERR 
W E O<L(E)<oAARERTR ,其 中 LE n- etn 
测度 Su Li, 。 勒 贝 格 密度 定理 (2.20) 指出 : 当 7 一 0 X L"- 
几乎 所 有 的 xsE, £°(B(x,r) 1 E)/L(B(,r)) -> 1 。 直 观 地 ,这 塌 
味 着 , 对 几乎 所 有 的 xE E, 中心 在 x 的 小 球 几 乎 被 下 充满 ,所 以 / 


9.1 定义 和 基本 性 质 175 
在 这 样 的 x 周围 的 放大 逼近 于 勒 贝 格 测度 一 一 唯一 的 切线 测 
度 ,为 讲 清楚 这 点 , 如 果 g 是 支撑 在 BO, R) EDERA, 
wj r— 0 


foar, [4] = lo — x)/r)d Hy) 


一 foc 一 x)/r)i (yd y 


shore +rz)dz 
— | g(z)dz 


(在 最 后 一 步 , 用 到 了 勒 贝 格 密度 定理 , 对 几乎 所 有 的 xe EE ， 
fiowlls(x+rz) 一 1ldz -> 0, 其 中 R 是 选 成 使 sptg cB(0,R)), 于 是 ， 
对 几乎 所 有 的 xeE, limr",[ 加 =L", 所 以 [" 是 4 在 x 处 的 唯一 
的 切线 测度 . | 

SOAR PH wR PAB C 上 的 :< 长度 测 度 *, 即 
L(A4)= Hl。 ,这 里 7f 是 一 维 豪 斯 道夫 测度 . 对 xe C , 当 放 大 倍数 
越 来 越 大 时 ,C 上 x 附近 的 圆 弧 逼近 一 直线 段 , 所 以 , 可 以 期 望 唯 
一 的 切线 测度 是 一 维 测度 在 一 定 直线 上 的 限制 , 这 条 直线 过 原点 ， 
且 与 C 的 过 x 点 的 切线 平行 , 这 个 事实 仍然 可 以 利用 式 (9.5) 正 
式 验 证 .更 一 般 地 ,对 C 是 任意 光滑 曲线 ,上 述 的 结论 也 成 立 ， 

更 有 趣 的 情形 是 当 k 是 分 形 测度 的 时 候 . =H ptet 
s=log2/log3, 而 E 是 三 分 康 托 集 .在 这 种 情况 下 , 切线 空间 具 
有 非常 丰富 的 结构 。 对 几乎 所 有 的 x,Tan(k,x) 包含 无 穷 多 个 测 
度 ,每 个 都 是 27 在 康 托 集 EE 的 无 界 延 拓 和 上 的 限制 , 这 种 延 拓 的 
局 部 看 起 来 都 像 E 自 身 . 记 E= {0.b,b,… 是 三 进 小数 展 开 式 ,其 中 
对 任意 i,b=0 或 2}, 几乎 每 个 xeE, 都 具有 下 列 形式 的 三 进 小 数 | 
表达 式 , 在 表达 式 中 ,含有 0 或 2 的 任意 有 限 序 列 , 且 每 个 有 限 序 
列 出现 无 穷 多 次 ,于 是 在 这 样 的 x 点 ,切线 空间 Tan(u, xz 包含 了 以 
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在 它 的 每 个 点 周转 都 放大 了 的 E 的 扩张 为 支撑 的 测度 ,特别 
Tan(#,x) 包含 测度 H EIE T RIER E = {aa 1…ar bb, 
是 三 进展 开 式 , 对 任意 i,4i,b=0 或 2} 上 的 限制 ,以 及 在 所 有 包含 
原点 县 与 E' 相 似 的 集 上 的 限制 .有 关 进 一 步 的 例子 ,请 参见 图 9.1. 


x" 
cee 


y € Tan(#, x) 

图 9.1 ”切线 测度 ve Tan(4,x) 是 测度 上 在 x 的 周围 的 一 系列 放大 ( 多 重 们 数 
的 ) 的 弱 极限 , 这 里 的 上 是 勒 贝 格 测度 在 “魔鬼 的 阶梯 "的 区 域 上 的 

限制 , 而 切线 测度 y 是 勒 贝 格 测度 在 半 平 面 上 的 限制 
在 所 有 的 这 些 例子 中 , 可 以 看 到 , 只 要 ve Tan(u,x)Rzespty 
(这 里 spty 是 * 的 支撑 ), 则 把 z 变换 成 原点 的 * 的 变换 Flv] 也 
在 Tan(k,x) 中 . (在 前 两 个 例子 中 ,这 是 因为 Tan(4,x) 中 的 唯一 
测度 在 这 样 的 变换 下 是 不 变 的 ,而 在 第 三 个 例子 中 , 则 是 由 于 Tan 
(4,x) 中 所 包含 的 测度 数量 特别 大 的 缘故 .), 正 如 在 下 面 的 命题 9.3 中 
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将 要 见 到 的 ， Shh a me 文 个 “漂移 不 变性 ?都 成 立 , 这 也 
正 是 使 切线 测度 成 为 如 此 有 用 的 工具 的 众多 重要 性 质 中 的 一 个 . 
下 面 引出 切线 测度 的 一 些 普通 性 质 ， 取 4 为 式 (9.3 ) 中 的 球 ， 
对 r, R>O0, _ 
r (F, [4))(BO,R)) =r H(x+7rB(0,R)) - 

=r'u(B(x,rR )) 

= Ri(rR) (B(x, rR)) (9.6) 
这 个 观察 结果 导出 了 切线 测度 的 几 个 基本 性 质 , 其 中 包括 了 它们 
与 密度 的 关系 ， 


«BE 9.1 
HÆR 上 的 测度 , 则 对 任意 满足 : 
0 <D' (t,x) SD (Hx) < co (9.7) 
的 x, PSE 结果 成 立 : 
(a) Tan(#,x) 是 非 空 的 ， 
(b) ”对 任意 veTan(1,x) 及 R>0 
D(H,x) < (2R)-VvB(O, R)) < Dx) 
(c) ”对 任意 ve Tan(j,x)，0espty , 
证 明 
(a) ”如 果 在 x 点 式 (9.7) 成 立 , 由 式 (9.6) 知 ,只 要 7 充分 小 , 则 存 
FER d >0 使 对 任意 R>0 | | 
FF [4)(B(0,R)<Rd 
由 弱 紧 性 (命题 1.9), 存在 数列 +,~、 0 和 测度 ， 使 
mF ,, Hl, 所 以 ve Tan(H, x). E 
(b) 设 ， 对 序列 n ~ 0 按 式 (9.4) 给 定 , 则 对 任意 R>O, 由 式 
(9.1), (9.6) 及 (1.25) 得 : 
(2R)D'(H,x)=R Timinf{(rR)- ‘(B(x, R) 
Slim supr,"€, , [4])(BO,R)) 
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| <v(B(0,R)) 
用 同样 的 方法 , 但 这 次 利用 式 (1.26) 可 得 , 对 开 球 BO, R), 
v(B°(0,R))< (2RY Dn,x). 由 于 对 任意 R,> R, v(BO,R)) 
< v(B°(0,R)), 因此 取 R, 任意 接近 R, MERANER. 
(c) HF O<D*(#,x), H(b) , SHER R>O, 0 <v (BO, R)), 所 
LA O€spty , ga 


本 节余 下 的 部 分 将 证 明 切 线 空间 的 漂移 不 变性 .回顾 如 下 定义 : 
对 R" 上 的 测度 Xk 及 可 测 集 E, 称 点 xesptvy 是 E 的 称 密 点 ,如果 
: A(ENBG D 1 
im Bx r l (3.8) 
特别 地 , 根据 命题 1.7 u- 几乎 所 有 的 xe 巨 是 稠密 点 。 容 易 看 
it, 如果 vseTan( xz， z espt , 则 存在 序列 x € spty 使 得 
FPC ~ z 。 下列 引 理 推广 了 这 一 结果 , 即 允 许 x, 从 一 个 规定 
的 集 E EKER. 


引 理 ”9.2 | 
HEB -可 测 集 ，xespt È EHARA. > 
v=lim 7,*F,,{#] E Tan(#, x), 则 对 所 有 zsspty， PERT x,€E, 
使 得 当 k 一 co 时 | | 
F, (4) = = ->z (9.9) 


证 明 KERO.) 成 立 ， 必须 选取 x。 接近 ” Xx 十 rz 。 所 以 对 任 
意 k, 选取 xEE 使 

eta dist(e Fr2, E)+k- ro E = (9.10) 
如 果 z=0, 则 dist(x+r,z, E)=0, 立即 可 得 式 (9.9) 。 假 定式 (9.9) 
不 成 立 , 且 zz#*0, 则 存在 满足 0<5<lz| 的 5 使 


[x+r,z—%|>20r, (9.11) 
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对 无 穷 多 个 上 成 立 。 对 满足 上 > 0 这 样 的 类, 由 式 (9.10) 及 (9.11) 
得 

ro <r(20 )<dist(x+mz， E) 
故 特 别 地 有 : 

. Box +r,z,r,9)< B(x,r|zl+n6)\E = B(x,2r Ja))\E | 

由 于 x 是 E 的 稠密 点 ,由 式 (1.25)、 (1.26) 以 及 v(B"(z,6))>0( 因 
为 zE sptv) 得 : | 

_.._ (ENB (x,2r,|z])) 

Ee UBG 2r lel) 


_ jig PBO, Arle) = HB(,2F,1z)\E) 


k= oo (B(x, 2r, |z])) 
<1-lim int HB@+ 127.) 
t= H(B(x,27,|z])) 
(F,,[#])(B(z,9)) 
=|- lim inf TEDEGO, 2z) 
<|- v(B (z,6)) 
, X(B(0,2\z)) <i 


这 一 结论 意味 着 式 (9.11) 不 能 对 无 穷 多 个 上 成 立 , 因而 式 (9.9) 得 


下 面 的 漂移 不 变性 的 证 明 以 一 种 优雅 的 方式 应 用 了 测 BE K 
TE . 


命题 9.3 

对 H- 几乎 所 有 的 x, 切线 空间 Tan(h. xX) 是 漂移 不 变 的 , 即 
对 任意 的 ve Tan(#,x) Æ z espty, F_{vye Tan(4, 3. 
证 明 设 ,'8, 65 是正 数 , 令 
E(R, 2,0)={x: 存 在 vxe € Tan() 有 209 € spt, EHER <À, 
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dil Ew] r E > E} | (9.12) 


“GUE EY DUNE d, 的 定义 见 式 (1.28)) 。 一 旦 证 明了 对 任意 的 
XFER, £, Ô, HUCE(R，s，5))= 0, 则 就 可 容易 地 证 得 本 命题 ， 

假如 不 是 这 样 , 即 存在 R，s,， 5 使 h(E(R, e, 6))>0, 对 任意 
的 xs E(R, €, 5), 选 取 VE Tan (4,x) 及 2(x) € spty 使 条 件 (9. 12) 
成 立 。 可 以 找到 满足 A(E) >0 的 波 雷 尔 集 ECER, £ 9), 使 得 
对 任意 x,yeE 


, l 
dg Foo sll Foal i) < > E > (9.13) 


这 是 由 于 从 引 理 1.11 知 ,既是 可 分 的 。 WMR {H} 是 可 数 稠 的 测 
度 序 列 , 则 存在 k 使 
E ={xE E(R,E » Ô) ACF) < E} 
REEM u- WE. 
取 x 是 瑟 的 任 一 稠密 点 , H =lim rF. 。 由 引 理 9.2， 
可 找到 x, E E 使 得 (x 一 Xx)/r, > (x), 由 于 Fan = Fey -oina Fans 故 
当 k 一 oo 时 
an lA] = Fo alle F, A] 
> Fao al] 
HF xe A(R, é ,0)， 如 果 上 充分 大 ， 由 式 (9.13)、 引 理 1 10 以 及 式 
(9.14) 即 得 : 


(9. 14) 


OX dal Fc al Y bel FE LH) 


SAF al) Fey ald) +d a Foy [天 FAHD) 
< 5 2 + z E 
FE. 
所 以 对 任意 的 R, e, 5>0, H(E(R, €, 5) = 0 由 引 理 1 10 知 : 
{x: 存在 非 漂移 不 变 测度 vE Tan(k,x)} = U U E(m, 1/m, 1/n) 
AEs p- 测度 为 0, 证 毕 。 口 
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切线 测度 是 研究 集 与 测度 的 局 部 性 质 , 如 密度 与 平均 密度 的 
一 个 自然 的 工具 。 其 思想 是 把 含有 集 或 测度 的 问题 转变 成 更 容 
易 处 理 的 含有 切线 测度 的 问题 . 本 节 从 下 列 的 经 典 结果 开始 ， 
给 出 这 种 方法 的 一 些 典型 例子 .除了 是 整数 外 ，s- 集 的 密度 
在 具有 正 测 度 的 集 上 不 存在 .( 回 顾 一 下 , 密度 的 不 存在 意味 
着 具有 分 形 性 '.) 下 面 从 一 般 的 测度 人 开始 ,但 考虑 的 主要 例子 
EHER 中 的 s- 集 E 上 的 限制 ， M p= H's, 其 中 EE 是 满足 
0<H'(E)< oo 的 波 雷 尔 集 。 

为 了 说 明 切线 测度 在 特别 简单 情况 中 的 应 bY FA ， REM: 如 
果 0<s<1, 则 密度 不 存在 ， 然 后 对 一 般 的 非 整数 s 的 情况 给 出 
更 复杂 的 证 明 . i 


命题 9.4 

设 0<s<1,/ 是 BR 上 的 测度 , 有 旦 对 A- 几 乎 所 有 x， 
0< D’(H,x) SD (nx) < œ 。 则 对 几乎 所 有 x, 
D*(u,x) < D (4, x) , | 
证 明 假设 满足 条 件 0<_D'(1,x) = Ci) 的 x 点 的 集合 具有 正 测 
E, 由 命题 9.3, 可 选取 x 使 Tan, x) 是 漂移 不 变 的, 设 
d 三 D (4,x)=D' (t,x) >0 是 在 该 点 x 的 密度 。 由 引 理 9.1(b)， 
对 任意 ve Tan(u,x) 及 任意 RR>0, d=(2R)'(BO,R)). 任意 固 
EVE Tan(H,x), 则 存在 满足 |z|=1 的 zesptv( 否则 当 R 接近 1 
时 v(B(0,R)) 是 常数 ) 。 由 命题 9.3，F, je Tan(h,x), 故 对 任意 
R>0, d=(2R) (F, ,{%) (BO, R)=(2R)"v(B(z, R). 40<R< 
BY ,B(z,R)< B(0,1 +2R)\B(0,1 — 2R), 所 以 对 较 小 的 R， 

(2RYd = (B(z,R)) | 
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<v(B(0,1+2R)) —v(B(0,1 —2R)) 
= 2'd[(1 + 2R)'— (1 —2R)] 
=0(R) 
这 与 0<s<1 是 矛盾 的 , 由 此 可 知 ， 对 -几乎 所 有 X ， 
D(x)<D’ (wx). O 


特别 地 ， 如 果 0<s<l, 则 s- RE 的 密度 D*(E, ») 九 乎 处 外 
不 存在 。 

为 了 把 这 一 结 5 果 推广 到 一 般 的 非 整数 s 的 情况 ， 引进 “s- 均 
可 "测度 。 先 证 明 这 样 的 测度 只 有 s 是 整数 时 才 存 在 ; 然后 证 明 : 
如 果 和 密度 D:(4x) 在 一 正 测度 集 上 存在 , 则 4 有 ; s- 均匀 的 切线 
测度 ,所 以 s 必定 是 整数 ， 
对 于 s>0, 称 入 上 的 测度 "是 s- 均 习 的 ,如 果 存 在 c>0， 
使 得 对 任意 xe sptv, 及 r>0 

W(B(x,r)) = cr 0.1 15) 


5 引 理 9.5 


KV ER’ 上 的 5- 均匀 测度 . 各 果 xe sptv, neTan( x), 
WY ve R 上 的 s- 均匀 测度 . 
证 明 iY, = limor; F, [h eso AIBLRBLA et, fv] 
使 z. 习 z .因而 存在 x,esptv 使 (x, — On =E, (=z z, M 
EE R> 0, 由 式 (9.15) 可 得 : 四 
| Foal DBE, R)) = V(B(x +r,z;r,R)) 
i = V(B(x, +r(z—z,),7,R)) 
| > V( B(x, 7 r,(R-|z- z,|)) 
=cn(R— za 
因此 再 由 式 (1.25) 
v (B(z, R))>lim supr "F, MEE, R))> eR: 
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类 似 地 由 式 (1.26) 可 得 , 对 任意 R>0,v(B"(z,R))<cR: .由 这 两 个 
PERLI HEER, ¥,(B(z,R) =cR’, 因此 是 3 均匀 的 。 O 


事实 上 s— 均匀 测度 确实 是 非常 有 规则 的 : 只 有 s 为 整数 时 
它们 才 存 在 。 : 


命题 9.6 
设 v 是 R Es- AAT 即 存 在 s>0 , c>0, EMER 
xesptv, 及 r>0, 
W(B(x,r))=cr’, xE spty, r>0 (9.16) 
则 s 是 整数 ,是 0<s<n , | = 
* 证 明 ger E s- HISIN VEE BO.) 上 的 限制 的 质量 中 
>, 因此 对 任意 zeR. o f 
| gl) -| i (z-y)d(y) = 9.17) 


其 中 “表示 RR 中 通常 的 数量 积 运算 ， 以 下 的 证 明 要 用 到 下 面 
的 估计 : 如 果 " 是 任 一 s- 均匀 测度 ,0e spty, 则 当 z 沿 v WX 
撑 趋 于 0 时 


lz-g(r)iflzj- 0 9,18) 
为 了 导出 式 (9， 18), 考虑 “ 势 积 分 ”: : | 
| aa-| (一 |x 一 Pd) (9.19) 
EARS AT x= 0 处 求 导 得 : i 
| VQ o=- ydo) 0. 20) 


其 中 VRAK 的 “梯度 " 算 子 .( 注 意 来 自 边界 对 导数 的 影响 变 为 0， 
这 是 由 于 当 |x| > OFF, 由 式 (9.16) 得 


| (e —lyP)dv(y) -| (P- IyP)dv(y) ` 
B(x) ae 7 


E M0,7) 
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< | (r — (r— Ix) )dv(y) 
B(O,r + |x1)\ BO,r — |xf) : 
<2r|x|WB(O0,r+|x)—B(0,r—|x)) 
= 2r|x|c((r +|x|°— (r— ixh)*) 
= O(|x|’) 
于 是 , 从 式 (9. 17), (9.20) 及 直接 微分 公式 得 
— 2z-g(r)=z-VQ (0) 
=Q,(z) — Q,(0) + 9(z) 
=0(z) 
这 是 因为 : 如 果 0,ze spty, W Q,(0) =Q,(z)(=2er*/(2 +5), 利用 
HX (9.16), 从 式 (9.19) 直接 积分 可 得 . ) 由 此 立 得 式 (9.18). 
假如 本 命题 不 成 立 , 则 对 某 非 整数 s 及 整数 n,0<s<n, 存在 
R 上 s- 均匀 测度 v。。 设 n 是 可 能 的 最 小 整数 。 则 可 以 由 找到 
“(其 中 » ={0}) 中 的 5- 均匀 测度 而 得 出 矛盾 ， 
spl, VEE P 的 真子 集 ， 否则 以 小 球 填充 单位 球 B(0,1), 并 
利用 式 (9.16) 及 s<n 可 推出 W(B(0,1))= co (ERR MEA 
到 的 s 是 非 整 数 的 地 方 .) 选取 yeR"\sptv,, 设 +>0 是 使 得 
B(y,7) 门 sptv。 关 时 的 最 小 数 , 并 取 xe B(y,r) N sptv,，。 然 后 选取 
ve Tan (%,xX), 则 容易 看 出 0e sptvcH, 其 中 且 是 半空 间 
{z ER :ze 之 0}, 这 里 e 是 在 x 点 与 Bly,r) 正 交 的 外 向 单位 向 量 ， 
(x 点 周围 放大 时 , 内 部 不 包含 spty 中 的 点 的 球 BO, 扩张 成 半 
空间 RH.) 由 引 理 9.5 知 :v 是 3- 均匀 的 , 即 对 任意 zespty 
及 >0,y(B(z,m))=cr。 由 引 理 9 i(c),0e sptv, 定义 g(r) 是 测度 v 
限制 在 B(0,r) 上 的 质量 中 心 , 则 式 (9.18) RY. | 
如 果 对 任意 r>0，g(r) =0, 则 由 于 sptv 位 于 半空 间 日 中 ,并 
H y RHB BOr) 上 的 质量 中 心 位 于 边界 超 平面 ôH 中 , 则 对 任 
. r>0, 必然 有 sptv N B(O, r)= 6H。 所 以 .sptyYc 9H, 因 而 如 果 
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把 9H 与 只 ”看 作 是 等 同 的 , 即 有 是 g" :上 的 s- 均 匀 测 度 . 
为 一 方面 ,如 果 存 在 r>0, 使 g(r) 40, 可 以 取 
v =lim 7, R [V] € Tan(v,0), 而 由 引 理 9.5 知 Y 是 s- 均匀 的 。 对 
定 的 1>0， R>0, 定 义 A= {zeB"(0， R): |z: g(r) > M2] } SU h S 
ERA. 26) | 
| “(Slim infr; ‘Fy, (4)= lim infr; ‘v(r,A) 
=lim inf 产 ”{z eB(0, r R): |Z- g> nz} 
=) 
这 是 因为 : 如 果 z E€ B(0,rR) N spt”, 并 且 ?充分 小 ， WARO. 18), 
lz.g 1<nlz|。 所 以 对 任意 n>0，R>0 Æ v, (4) =0, 因此 
sptv, C42: z-g(r)=0}, 再 一 次 把 这 一 超 平 面 与 RR"…! 看 作 相 同 , 就 
RAAR 上 的 s- 均匀 测度 口 ， 


“由 给 出 的 这 个 s- #47] 测度 的 性 质 , 可 直接 得 到 有 关 密度 的 结果 ， 


定理 9:7 
KHER ELMAR, Nii sz0, BEWE: 
| o` 0<D (4,x) =D (t,x) < œ (9,21) 
CDCR EA AE OSE ATE 则 s 是 整 
žr HO<s<n , | | 
证 明 由 引 理 9.1 (a) 知 ， 在 任意 x 点 处 ， u 具有 使 式 (9 21) 成 立 的 
”切线 测度 。 所 以 由 命题 9.3, 可 选取 x, 对 这 一 x 存在 漂移 不 变 测 
BE Ye Tan(#,x) . 这 样 对 任意 ze sptv, F, ADE Tana, x), FHA 5| 
理 9.1(b) , 对 任意 R >0: 
D(x) S (2R) (F, ,[¥])(BO,R)) = (2R) (B(2,R)) <D* (#,x) 
由 A (9. 21). 知 : 对 任意 zesptv 及 任意 R>O, 有 
V(B(z,R)) = X D(H, xX) R, 所 以 由 命题 9.6 即 知 s 是 整数 。 ， 口 
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容易 得 出 关于 s- 集 密度 的 相应 结果 ， 


系 9.8 | | 

REER 中 的 s- 集 ,其 中 s 不 是 整数 WAH- ILE 
有 的 x€E, D'(E,x)<D"(E,x) . 
证 明 u= |, 则 对 A- -几乎 所 有 的 x o< Dx- D'(E,x)<o0 
( 见 练习 9.1). 这 样 或 者 对 于 由 几乎 所 有 的 x, 0<D(u,x)<D(H,x), 
此 即 要 证 明 的 ( H FD (4x) =D(E,x), D(x) =D (E,x)), 或 者 在 
一 正 测度 集 上 有 0<D'(H,x)=D*(H,%), 而 在 此 情况 下 ， 由 定理 9.7 
可 知 s 必 为 整数 ， oC 


密度 D*(u,x) 的 几乎 处 处 存在 , 不 仅 意味 着 s 是 整数 , 而且 也 
说 明 4 是 s- 可 求 长 测度 .( 测 度 & 称 为 是 s- 可 求 长 的 , MRE 
对 1' 绝 对 连续 , 即 只 要 7H(4) =0, 就 有 H(A) =0, 并 且 存 在 
5- 可 求 长 集 EE 使 KR\E)=0, 见 2.1 节 ,) 设 s 是 整数 ,凡是 满足 : 
对 几乎 所 有 的 x, 0 <D:(&,x)D (4,x)< oo 的 测度 。 则 可 以 证 明 : 
4 是 s- 可 求 长 的 , 当 且 仅 当 对 几乎 所 有 的 x, 切线 空间 Tan(u,x) 
只 包含 单个 测度 vy， 而 且 Y 是 :的 倍数 在 R 的 荣 个 s- 维 子 空 
间 上 的 限制 这 也 许 并 不 令 人 惊奇 , 通过 进一步 研究 5- 均匀 测 
度 的 性 质 ， 并 将 之 应 用 于 切线 测度 ， 可 以 导 出 下 面 的 崔 于 推 证 的 
定理 及 其 推论 ， ; 


定理 9.9 
OBER ERE, RI- 几乎 所 有 的 x， 密度 Da 存在, H 
0< DEX) < 00 . 则 s 是 整数 ， 而 是 3- TRER. 
证 明 Mg.. O°: 
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ož 9.10 
KERR s-R. WE s- 可 求 长 的 , 当 且 仅 当 D(E,x) 
XH- 几乎 所 有 的 xeEE 存 在. 
证 明 在 定理 9.9 中 取 k= |;, 即 表明 系 中 的 条 件 是 充分 的 ， 
因为 几乎 处 处 有 DE,x)>0 ， O 


密度 的 “度量 "概念 与 可 求 长 的 “几何 "概念 之 间 的 相互 作用 是 
几何 测度 论 的 核心 , 而 切线 测度 是 联系 这 些 概念 的 主要 工具 ， 

下 面 对 非 整数 的 8， 利用 切线 测度 来 比较 密度 与 平均 密度 ， 为 
此 先 研 究 上 在 x 处 的 1 EERI gs RR, 其 定义 为 : 


— (B(x, © =) 
g(t) Qe) (9.22) 
由 定义 ,上 在 x 处 的 (s- 维 ) 下 密度 由 
D4,x) = lim inf g(t) (9.23) 
给 出 ,而 下 平均 密度 由 
A= arh) g(t)dt (9.24) 


给 出 。 对 于 上 密度 有 类 似 的 表述 式 , 见 式 (6.21)， 
首先 证 明 : 如 果 密 度 与 相应 的 平均 密度 相等 ， WE TBR 
的 区 间 上 g(t) “接近 常数 ” 


aj 9.11 
ie R 上 的 测度 ,s> 0, 又 设 x 满 足 
0<D'‘(U,x)<D (ix) < co (9.25) 
假定 存在 d > 0, 使 | 
A (4,x) =D ‘(u,x)=d (9.26) 


或 
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A'(u,x)=D(u,x)=d (9.27) 
则 对 给 定 的 E>0 及 和,>0 存在 充分 大 的 工 使 得 对 任意 的 
te(T,T+ A] 
d—e<g(t)<d+E (9.28) 
证 明 只 给 出 在 式 (9.27) 的 条 件 下 的 证 明 , 在 式 (9.26) 下 的 情况 
类 似 可 证 。 函数 9 增加 的 速率 由 下 式 控 制 :对 上 ># 
g(t)=2 ee”ACB(xe ')) 
Ke "27e" n(B(x,e")) 


<e "g(u) (9.29) 
显然 由 式 (9.27) 知 , 式 (9.28) 右边 的 不 等 式 对 所 有 充分 大 的 i 成 
立 。 特 别 ,给 定 0<9<1 时 ,可 以 找到 T. EI: UR t> T W 


g(t)<d + ~ nd, +1)" (9.30) 
Hp n=d(d—-(1-e™)/s)>0. RETT, HARE we [t,t +4,] 
使 g(u)<de“， 由 式 (9.29), g@)<de"<d Xf u<tSu +ô R 
立 ,因此 


| GO-adts| ace Ddt=d((L1 一 es 一 5)= 
wish, +1, 由 式 (9.30) 


GO- adts| G0 arth -aa 


<= ti Xn = 一 1 (9.31) 
设 存在 了 > 五 ,对 任意 六 =0,1,2… 存在 ue [T,+m4,T,+m4+4] 
使 gsde- . Mam TZT, 并 且 M 是 使 ML 和 T-T 成 立 的 


BABEL, MT ro Bt 
T| ee -ade=p] “a —adae+ FE | Oa 
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+ TI, ea —d)dt 
上 述 和 式 中 的 第 一 项 、 第 三 项 趋 于 0, 因此 由 式 (9.31) 
FAH -d=lim sup > a a-da | 
-Mn o" o 


2T 2] 
这 与 式 (9.27) 矛盾 。 所 以 可 得 出 结论 , 存在 充分 大 的 T, 使 对 任意 
的 ue [TT+ 促 ,，g(u)>de“。 此 即 式 (9.28) 左边 的 不 等 式 , 只 要 


6>>0 选 得 充分 小 使 得 4d 一 E<de“， LU 
可 以 用 切线 测度 的 术语 来 解释 引 理 9.11. 


<lim sup <0 
Too 


5| 理 9.12 


设 A,x 和 5 如 引 理 9.11 所 述 , 满足 式 (9.23), 并 且 满 足 式 (9.26) 
或 式 (9.27) 中 的 一 个 。 则 存在 VE Tan(4, x) 使 得 对 任意 R>O, 
vV(BO,R)=QRY¥d 。 

证 明 由 引 理 9.11, 可 找到 数列 tf 了 oo, 使 得 对 任意 
tel[t,~logk, t,+logk]. 
d—1/k<g(t)<d+1/k 

LAS r=", 利用 式 (9.22) 中 g 的 定义 , 知 对 任意 7 € [r,/k, kn] 

d—1/k <HB(B(x,r))/(2r)'<d+i/k . 
对 任意 R>0, 存在 k, 使 得 对 任意 上 站, A n/k Sh R SK, Hi 
得 出 : 当 k 一 co 时 

ro? E, [HJ(B(O,R)) = rz'u(B(x,r,R)) 


= (2R)(2r,R)‘M(B(x,r,R)) > 2°R'd 


土 式 对 开 球 B"(0.R) 同样 成 立 , 取 ve Tan(4,x) 是 序列 了! ,[ 似 
的 弱 极 限 , 由 式 (1.25) 及 (1.26) 可 得 WB(0,R))=QR)d . O 
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利用 引 理 9.12 的 处 理 方 法 ， 容易 把 命题 9.4 的 证 明 改 写成 涉 
及 到 平均 密度 的 更 强 的 结果 . 


+ 9.13 
ew 是 人 上 的 测度 ,并 且 对 A- 几乎 所 有 的 x， 
0< D'(u,x) S D (u, x) < ,如 果 0<s<1, 则 对 人 -几乎 所 有 的 x， 
| O D (Lx) <A ux) SA (Hx) <D (ux) (9.32) 
证 明 , 假定 在 具有 正 测度 的 x 集 上 ,0<D (ux) =A u,x). He 
题 9.3, 可 选取 x 使 得 每 一 YE Tan(J,x) 都 是 漂移 不 变 的 ,对 此 x 
jad =D'(4,x)= A (Hx) >0. H5 9.12, 可 选取 vs Tan(A,x) 使 
v (B (0, R)) =d (2R) 。 由 漂移 不 变性 , 对 任意 z Espty, 
F, (le Tan (K,X), 再 由 引 理 9.1 (b) 知 : 对 任意 R>O, 
d < (2R) (F, ,[Y])(B(0,R))=(2R) (B (z, R)). 可 以 选取 zesptY 
使 1z|=1, 否 则 v(8(0,R)) 在 R 的 接近 于 1 的 一 个 区 间 上 将 为 常数 , 当 
0<R<1 时 ,B(z,R)cB(0,1+ R)\B(0,1 — R), 所 以 对 较 小 的 RR， 
d(2RY < v(B(z,R)) 
<(B(0,1 + R))—- x{B(0,1- R) -- 
=2:d[(1 +R¥—-(1-— RY] 
= O(R) 
这 与 0<s<1 是 矛盾 的 。 这 就 证 明了 不 等 飞人 32) 的 左 端 成 立 
A Bit AYE ARE LY 0O 


正如 系 9.8 一 样 , 可 以 把 这 一 结果 限定 在 s 一 集 上 ， 
系 9.14 


设 E 是 5- 集 , 且 0<s<1, 则 对 3H- 几乎 所 有 的 xEE, AEX) <DE,x) 
证 明 Se =A |, , 则 对 A- 几乎 所 有 的 x, 0<D'(4,x)=D'(E,x) 
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< co ( 见 练习 9.0 .于 是 ,对 -几乎 所 有 的 x, 或 者 0 < A:(4,x)< 
D(4,%); 这 正 是 所 需要 的 .或 者 0< A(x) =D (4,x) 在 具有 正 测度 
的 集 上 成 立 ,但 由 定理 9.13 知 ,这 种 情况 是 不 会 发 生 的 。 O 


事实 上 ,这 已 经 说 明了 定理 9.13 的 结论 对 所 有 非 整 数 s 成 立 ， 


9.3 ”奇异 积分 


这 一 节 将 很 简要 地 介绍 切线 测度 在 另 一 领域 一 奇异 积分 理 
论 中 的 应 用 , 并 将 表明 它们 也 是 这 一 领域 中 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 

希 尔 伯 特 变换 是 人 们 最 熟悉 的 奇异 积分 之 一 , 它 由 下 面 的 实 
积分 定义 : 


HN) -|L dy (9.33) 
其 中 feL'(R)。 这 一 积分 应 当 通 过 它 的 主 值 来 解释 , 即 
aoim | a oy ay (9.34) 


希 尔 伯 特 变换 的 基本 性 质 是 : 只 要 feL'(R), 积分 (9.33) 对 几乎 所 
A xeR FEHER. 换言之 ,在 典型 点 x 处 ,奇异 性 对 在 x 两 
边 积 分 的 影响 相互 抵消 。 

在 分 形 领域 中 考虑 与 希 尔 伯 特 变 换 类 似 的 变换 是 很 自然 
的 。 作 为 例子 , 设 E 是 三 分 康 托 集 ,其 维 数 是 s=1log2/log3, 令 
4 =H |, TREME”, 对 于 SELWEN 


| Go— Xf/y) 
i Y-Y) 
= 四 | ily— xp"! dH(y) (9.35) 


[由 于 对 xeE 及 r<1 : 
c r S H(B(x,r)) S cr (9.36) 
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其 中 0<c ce,< co , 见 练习 2.11, 自然 会 去 考虑 具有 指数 一 s 的 
积分 核 ; 而 用 到 (y 一 x)/|y 一 xF*! 只 不 过 用 来 表示 经 过 奇异 点 时 ， 
符号 的 变化 。 回 顾 在 式 (6.36 ) 中 考虑 的 式 (9.35) 的 绝对 值 积分 
的 奇异 性 状 .] 下 面 用 切线 测度 证 明 : 对 几乎 所 有 的 x, 由 
式 (9.35) 定义 的 变换 不 存在 。 


命题 9.15 


i H=, 是 康 托 测度 , fel’, 则 对 使 f(x) 关 0 的 e- 几乎 
Ar A wy x 


| (y— x) du(y)| = œ (9.37) 


yx y™ XI:+! 


lim sup 
从 而 (Hf)(x) 不 存在 . 
证 明 为 避免 不 必要 的 复杂 的 记号 ,把 Gy 一 Xly 一 x|'' 简 记 为 
(y 一 Xx) ,理解 它 为 一 实数 且 与 y 一 x 有 相同 的 符号 .这 里 只 给 出 
对 所 有 x，f(x)=1 的 情形 的 证 明 。 对 一 般 的 Je LW), RATA I 
修改 即 可 , 见 练习 9.8 ， 
假设 存在 使 A(X,) >0 WE X,CE, 并 设 对 任意 xeX, 积分 
-wz 一 X)-'d4(y) 对 0<ss1 有 界 , 即 存在 数 c(x), 使 得 对 任意 


0<o<e<l 
| (y — x) ‘dH(y)| Sc(x) (9.38) 
d*€ly—xl £E 


对 任意 XE X, ML. 。 所 以 可 找到 实数 c< co 和 满足 K(X)>0 的 
紧 集 XCX, EXTER XE X, c(x)<c, Ae xe spt X XE 
意 稠密 点 ( 见 式 (9.8)), 考察 在 x 点 处 人 的 切线 测度 。 选取 
v=lim, or; Fan [H] E Tan(4,x), Hie zespty 。 由 引 理 9.2 知 : 
TE E RL x, E XIE z, =x,- Xr, > 2. FE | 9.1) 和 式 
(9.36) 知 没有 原子 ( 即 对 任意 y,v({y})=0), 利 用 式 (9.5) 的 推广 
及 的 定义 
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| - a O) 


= lim (y—z) ‘dv(y) 


k oo 


r&y- ER 


= lim r’ 9-2) AER [-ADO) 


r&ly— zl &R 


=lim r | ae 7 Ol 2) dE) 


= lim . (yx) ‘du(y) (9.39) 


k-—woo jrr &)y— x, « 


由 于 eX, 故 由 式 (9.38) 知 ， 
| (y—2)"dv(y) 


对 任意 ve Tan(#,x), ze sptY RO<rSR EY. . 
但 对 H- 几乎 所 有 的 xe E, WE ve Tan(u,x) 是 3f 在 延 拓 
了 的 康 托 集 : 
E’ = {a na bb 是 三 进展 开 式 ,对 任意 i, a,b = 0 3k 2} 
上 的 限制 。 取 这 样 的 xs 及 0espty, 由 引 理 9.1(b) 知 , 存在 
c,,¢,>0 fE cr <v(BO,r)) Ser ,因此 ,通过 分 部 积分 : 


Slim sup C(x,)<¢ (9.40) 


y—0) dv(y)= [yv (B(0,y)]; +s} y *'¥(BO,y))dy 


,veal 
| > -etcs| ydy 
取 r 充分 小 可 使 上 式 任意 大 ，, 这 与 式 (9.40) 矛盾 , 命题 得 证 . OO 
命题 9.15 的 证 明 利 用 了 式 (9.38) 一 Fw 的 积分 的 界 ,从 


而 推出 了 式 (9.40) 一 关于 切线 测度 积分 的 界 . 对 于 适当 选取 
的 切线 测度 , 可 以 较 容易 地 证 明 后 一 个 性 质 不 成 立 。 但 命题 9.15 
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及 其 证 明 , 对 于 一 大 类 测度 成立 ,例如 3f ER 中 的 具有 强 分 
离 条 件 的 任意 自 相 似 s- 集 上 的 限制 。 事 实 上 , 下 列 关 于 向 量 
积分 的 更 一 般 的 结论 也 是 成 立 的 。 注意 , 式 (9.42) 导致 了 下 面 的 
结果 : 如 果 将 "限制 在 中 心 在 sptby 的 球 上 , 则 每 个 球 的 质量 
中 心 正好 在 该 球 的 中 心 ， 从 这 点 看 来 , 式 (9.42 ) 是 一 个 很 强 的 


结论 ， 
命题 9.16 


Kw s>0, 4  R EARME, 满足 对 几乎 所 有 的 x， 
0< D(u,x)<D(u,x) < co , 又 知 极限 


im | =) duy) (941) 
er OT ype ly — xi 
存在 且 有 限 。 则 对 几乎 所 有 的 x | 

| yay) = 2V(B(z,r)) (9.42) 


对 任意 ve Tan(u,x), zesptv 以 及 r>0 成 立 。 特别 由 此 可 推出 
5 是 整数 ,并且 / 是 s- 可 求 长 测度 
证 明 梗概 ”从 极限 (9.41) 的 存在 性 可 推出 : 


lim | O= x)/ly — x|"*'du(y) =0 (9.43) 


利用 Egoroff 定理 , 可 找到 满足 K(X)>0 的 集 X, 使 上 式 在 X 上 一 
致 收敛 . 与 命题 9.15 的 证 明 类 似 , 可 以 再 一 次 得 到 式 (9.39), 将 
其 转化 成 切线 测度 , 由 式 (9.43) 得 出 


ee, (9.44) 
对 任意 ve Tan(“,x), zesptv 以 及 任意 0<r<R 成 立 。 为 了 导出 
式 (9.42), 考虑 积分 


I, -|o =z) lly — zl)dv(y) 


9.4 注 记 与 参考 文献 -~ 1% 
其 中 :(0, 00 J > R , SR 9.44) 知 , WR OO HO, (O 
1,=0, 其 中 1 是 示 性 函数 ,由 这 种 函数 的 线性 组 合 来 逼近 1 f(t)， 
即 得 cyarCy 一 2)dVy)=03 这 就 是 式 (9.42) 。 
现在 假定 Y 是 满足 式 (9.42) 的 测度 , H XF z espt, 

er S(B(z,r)) Scr: (如同 前 面 一 样 , 由 引 理 9.1(b) 及 4 密度 的 
有 界 性 知 , 后 一 个 条 件 对 vE Tanl, x) 成 立 )。 利 用 命题 9.6 证 明 
的 思想 , 可 以 证 明 : s ERX, mM y EH ERGI s- 维 子 空间 上 
的 限制 。 把 切线 测度 的 这 个 性 质 再 变换 成 原来 测度 上 的 性 质 ， 
就 能 得 到 spt 是 可 求 长 的 , 且 4 对 FH 在 spt4 上 的 限制 绝对 连 
续 。 BERRA A DURST 。 口 


当 s=n 且 4 是 n- 维 勒 贝 格 测度 在 有 界 波 雷 尔 集 上 的 限制 
时 ,积分 (9.41) 凡 乎 处 处 存在 . 也 可 以 证 明 , 当 上 是 21 在 只 中 
APR s- 集 上 的 限制 时 (其 中 s 是 整数 ), 积分 主 值 (9.41) 存 
在 。 更 进一步 , 对 任何 关于 上 述 测 度 绝对 连续 的 测度 , 式 (9.41) 
存在 .( 回顾 一 下 , 可 求 长 集 是 由 若干 个 s- 维 C 集 的 子 集 所 组 
成 ( 见 2.1 节 ))。 由 此 ,命题 9.16 给 出 了 这 些 玉 上 测度 的 良好 特 
性 一 对 于 它们 ARRARO. 35) 存在 . 一 般 地 , 对 于 分 形 测度 奇 
异 积分 不 存在 


9.4 注 记 与 参考 文献 


切线 测度 的 概念 由 Preiss(1987) 在 他 的 论文 中 引入 , 此 文 统 
一 并 拓展 了 密度 ,切线 以 及 可 求 长 的 理论 , 而 这 些 理论 早 在 60 
年 前 就 已 发 展 起 来 了 .为 了 理解 这 一 工作 以 及 切线 测度 的 许多 进 
一 步 的 应 用 , 可 参见 Mattila(1995a) 的 书 , 同时 书 中 包含 有 关 几 
何 测 度 论 领 域 的 大 量 的 文献 目录 。Preiss (1987) 和 Mattila 
(1995a) 得 到 了 s- 均匀 测度 的 更 强 的 性 质 , 并 使 用 这 些 结果 来 
研究 密度 和 可 求 长 性 。 命 题 9.4 和 定理 9.7 关于 密度 和 整数 维 
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数 的 初始 证 明 属 于 Marstrand(1954), 并 由 Falconer 和 Springer 
(1995) 推广 到 平均 密度 ,对 于 一 般 的 s, 则 是 由 Marstrand (1996) 
给 出 有 关 的 结论 。 利 用 切线 测度 来 研究 奇异 积分 是 由 Mattila 
(1995b) 及 Mattila 和 Preiss(1995) 首创 的 , Hx — SR AY 4 SR YT BE 
一 次 在 Mattila (1995a) 中 找到 。 对 于 集 的 局 部 形式 这 一 相关 
的 拓扑 理论 由 Wicks( 1991) 给 出 。 
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91 H: twRERs-&, WNO<D*(E,x) < oHH- 


几乎 所 有 的 xXEE 成 立 ， 
9.2 AEE KER? Hw Tan(u,x) 其 中 太 是 平面 上 的 勒 贝 烙 测 


度 在 单位 圆 盘 B(0,1) CR? 上 的 限制 。 

93 hE X24) Ritk, s=log2/log3 ,上 是 J 在 上 的 限 
制 。 试 描述 Tan(4,0) . 

94 MAR ERR SR 一 [0,co) 连 续 , 在 民 上 定义 测度 
HUA) =f fdu, # F A 是 波 雷 尔 集 . 证 明 : 如 果 f(x) >0， 
weve Tan(4,X) 当 且 仅 当 作 X)vE Tan(4,, x). Xt $ 
f :RR 一 [0, co ) 仅 为 局 部 可 积 , 则 这 一 结论 对 及- 几 平 所 有 
的 使 FoO>0 的 xx 仍然 成 立 。( 提 示 : 对 后 一 部 分 使 用 Lusin 
定理 , 即 对 E>0 HARA, U(R\A)<€ ,使 得 f 在 4 上 的 
限制 连续 。) 

9.5 hE RZD RIR, s=log2/log3, u=H'|,. SEE 
H f(x)=3x(mod 1) 定 义 , 试 证 对 任意 Xe 已 .Tan(A,x)= 
Tan(u f(x). C- ER RK T Tan(H, x) 的 各 种 遍历 性 质 ) 

9.0 推广 命题 9.3, 证 明 :对 u- 几乎 所 有 的 x fo HVE Tan(u,x), 
F, [V] © Tan(#,x) HER ZEsptvA r>0 RE 。 

9.7 ”切线 测度 可 用 以 研究 集 的 角 分 布 。 设 巨 是 如 中 的 s- 集 ， 
0<S<1。 设 1>0 ,对 每 一 XE 了 及 单位 向 量 9 ,定义 锥 体 
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9.8 
9.9 


C(x,0,7)= {yy ER: (y-xX)-O >aly—x]} ， WH: 3f u- JL 
$M AW xe E , 存在 单位 向 时 0 使 得 : 

lim inf r Hf (ENB(xX NN C(x,0,N))=0 
(提示 : 如 命题 9.6 的 证 明 一 样 , 必 丰 在 彤 的 包含 在 半空 问 
的 切线 测度 ,如 采 这 一 结果 不 正确 则 是 不 可 能 的 。) 

对 任意 feL(K) 证 明 命 题 9.15,( 利 用 练习 9.4 给 出 的 Lusin 定 理 ,】 
ORME SRR AE RAL WE PHAM iH Arp 
伯 特 变换 (9.34) 对 任意 XE RAE 。( 提 示 : 证明 积 分 
1 SOON dy 4 E> OFF >, RF HUSH Hy.) 
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目 从 20 世纪 王 些 时 候 ,不 规则 集 最 初 吸引 了 数学 工作 者 的 
注意 以 来 , 测度 已 成 为 研究 这 些 现在 称 之 为 “分 形 ” 集 的 基本 工 
R ,前面 已 见 过 不 少 这 样 的 例子 ,通过 研究 以 该 集 为 文 撑 的 测度 
的 性 质 来 分 析 这 个 集合 , 然而 , 分形 结构 经 常 本 质 上 已 经 是 测度 ， 
例如 ， 当 动力 系统 的 吸引 子 通 过 描绘 达 代 的 点 序列 显示 在 计算 
机 屏幕 上 时 ,实际 上 被 观测 到 的 是 测度 而 不 是 吸引 子 集 合 :一 个 
区 域 的 测度 是 由 落 在 此 区 域 上 的 达 代 点 的 点 的 比例 给 出 的 ， 

在 10、11 两 章 中 ,将 研究 本 身 作为 分 形 实体 的 测度 ,以 及 
与 它们 相 联 系 的 那些 集合 的 相关 性 质 . 还 发 展 了 测度 的 维 数 和 局 
部 维 数 的 思想 . 考察 了 这 样 的 集合 Es, 在 这 种 集合 上 , 给 定 的 测 
度 上 的 局 部 维 数 恰好 为 s; 这 样 的 集合 对 某 个 范围 的 s 可 能 很 ” 
大 .在 这 一 章 中 ,用 人 本 喘 去 度量 这 样 的 集合 , 而 在 11 章 则 由 维 
ALEZ ENIES., 
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集合 的 豪 斯 道夫 和 和 填充 维 数理 论 大 部 分 都 取决 于 适当 定义 的 
测度 的 局 部 性 质 , 现在 就 研究 这 种 目 身 所 具有 的 局 部 性 质 . 本章 
涉及 的 测度 上 都 是 咏 上 的 有 限 波 雷 尔 规则 测度 ， 所 以 特别 有 
0<H(R")< œ, | 

问 顾 式 (2.15) (2.16), 所 谓 A 在 xe 民 的 下 .上 局 部 或 点 维 
数 是 由 下 两 式 给 出 : 
ie (10.1) 


dim (x) = him inf 
TT r— 0 ogr 
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log#(B(x,r)) 
logr 
并 且 如 果 上 两 式 相 等 , 则 称 在 x 点 局 部 维 数 存在 , 记 这 个 共同 值 
AY dim, (x), 于是， 局 部 维 数 描述 的 是 + 较 小 时 , KH(B(X,n)) 
HE AA BS Fr AU E RIAR DE , 如 果 在 x 附 近 / 是 ”高 度 压 缩 "的 , 则 
dim f(x) KB). 注意 如 果 x 在 4 的 支撑 之 外 , Midim,, u(x) = ce ， 
而 如 果 * 是 4 的 原子 , 则 dim 4(x)=0, 为 了 技术 上 上 的 完整 性 , 注 
意 到 可 以 用 通常 的 方法 证 明 上 映射 xrr dimi.A(X) 是 波 雷 尔 可 测 的 ， 
所 以 对 所 有 的 c, 像 {x: dim, HX) < cj 这样 的 集 都 是 波 雷 尔 集 , 上 

局 部 维 数 也 有 类 似 的 性 质 ， | o 

id ul: 为 4 在 波 雷 尔 集 EE 上 的 限制 (所 以 #le(A)=8CENA)), 
注意 到 对 4- 几 乎 所 有 的 x E E， 

dim tock E (x) =dim oe (X) 

B dim lo = Mm) (10.3) 
这 很 容易 由 命题 1.7 得 到 , 这 表明 集 上 的 几乎 所 有 的 点 都 是 密度 
点 ， 人 参见 练习 10.2, 

命题 2.3 和 2.4 曾 述 了 集合 的 察 斯 这 夫 维 数 和 填充 维 数 与 此 
集 为 支撑 的 测度 的 局 部 性 质 之 问 的 基本 关系 ,下面 复 述 这 些 关系 
以 给 出 集合 维 数 的 明确 表达 式 . 


命题 10.1 


ig EC ?是 非 空 的 波 雷 尔 集 , 则 
dim „E =sup{ s: FEIE 0<H(E)< of K, HEX} H- JLF PF 
有 的 xsE, dim HX) > s} (10.4) 
= inf{s: 存在 满足 0<A(E)< ce 的 上 , 且 对 所 有 的 xEE， 
dim, (x) < s} (10.5) 
和 dim,E=supfs: 存 在 满足 0<H(E)< ce 的 4, 且 对 A- JL 
乎 记 有 的 x € E, dimo u(x) > s} (10.6) 


dim, (x) =lim sup (10.2) 
r—Q 
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=inffs: 存 在 满足 0<HA(E)< ce 的 上 且 对 所 有 的 
XEE, dima HQS s} (10.7) 
证 明 从 命题 2.3 和 2.4 可 以 直接 得 到 上 述 几 个 表达 式 ， [ 


注意 到 下 局 部 维 数 关系 到 集合 的 豪 斯 道夫 测度 , 而 上 局 部 维 
效 天 系 到 填充 测度 。 此 外 , 测度 的 局 部 维 数 的 下 界 导出 集合 维 数 
的 下 界 ,对 上 界 也 有 类 似 的 关系 。 

这 些 关 系 提 示 我 们 利用 局 部 维 数 去 定义 测度 自身 的 维 数 可 能 
是 合理 的 。 于 是 , 对 有 限 波 雷 尔 测度 H, 定义 它 的 党 斯 道夫 和 填 
充 维 数 为 : 

dimaA=supfs: 对 HA- 几乎 所 有 的 x, dim, u(x) > s} (10.8) 
和 

dim,A=supfs: 对 人 -几乎 所 有 的 x, dim HO) > s} (10.9) 
这 些 测度 的 维 数 可 以 通过 相应 集合 的 维 数 来 表示 , 这 几乎 不 会 使 
人 感到 意外 。 


命题 10.2 


对 有 限 波 雷 尔 测度 4 

dim, = inf{dim,£:E Æ (# kK(E)>0 的 波 雷 尔 集 } (10.10) 
及 

dim, = inf{dim,£:E 是 使 K(E)>0 的 波 雷 尔 集 } (10.11) 
证 明 应 用 命题 10.1 到 定义 式 (10.8) 和 (10.9), 先 取 s < dimk， 
如 果 E, 是 使 A(R"\E,)=0 的 波 畦 尔 集 , 则 对 任意 xe E, , 
dimp H) >s 。 给 定 满足 LE)>0 ARBRE, WT LE E 
XEENE,，dimiock(%) >s, 在 这 里 h(E 人 6)= h(E)>0, 故 由 
命题 2.3(a) 或 式 (10.4), 对 所 有 这 样 的 集合 E, 

s<dimy(ENE,)< dim,E, 
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由 此 即 知 dima 不 大 于 式 (10.10) 的 右边 

为 了 得 到 相反 的 不 等 式 , 设 s >dimA， 由 式 (10.8), MEE 
是 使 4A(E)>0 的 波 雷 尔 集 , 则 对 任意 xs E, dim, va)<s, Hig 
Bi 2.3(b) (10.5), 即 知 dima E <S s, KEEMA. 

利用 命题 2.3(c)、(d) 或 式 (10.6) A (10.7), 可 以 关 似 地 证 明 
式 (10.11)。 a 

由 下 两 式 定 义 的 测度 的 上 豪 斯 道夫 维 数 及 上 填充 维 数 有 时 是 
有 用 的 。 

dimaA= inf{s: 对 kK- 几乎 所 有 的 x, dim <s} (10.12) 


和 

dim, u = inf{s: 对 4- 几 乎 所 有 的 x, dimet) <5} (10.13) 
显然 dime <dimyk 及 dime < dimiy 
这 些 维 数 同样 也 可 以 通过 集合 的 维 数 表示 ， 

命题 10.3 

对 有 限 波 雷 尔 测 度 几 ， 

dim}, #=inf{dim,£: E 是 使 L(R\E)=0 的 波 雷 尔 集 } (10.14) 
和 

dimi = inf { dim, E: E #2 (# HRE) =0 的 波 雷 尔 集 } (10.15) 
证 明 此 命题 的 证 明 与 命题 10.2 的 证 明 完 全 类 似 , 参见 练 

习 10.4， O 


为 举例 说 明 这 些 概念 ,下面 计算 [0.1] 上 的 一 族 自 相似 测度 的 
维 数 和 局 部 维 数 , 设 0 入 P 志方 , 按 p:(1-p) 的 比例 ,不 断 地 
把 测度 值 细 分 到 二 进 制 的 区 亲 , 以 这 样 的 方法 在 区 间 [0,1] 上 
定义 自 相似 概率 测度 ey, 见 图 10.1。 用 X, 表示 在 二 进 小 数 展 
开 式 开始 位 小 数 是 0,i…i 的 数组 成 的 闭 区 间 ,其 中 5= 1 或 0 
j=l, + Wk, 
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pU 
| p(X pp © (10.16) 


其 中 nn, 和 ni 分别 表示 在 序列 (i…i) 中 出 现 的 0 和 1 的 个 数 。 于 
是 ,这 个 自 相 似 测度 4, 实际 上 就 是 由 式 (2.44) 一 (2.45) 定义 的 测 
度 , 其 中 RO) =x, Feb (xt), A Pppp, 


命题 10.4 中 的 自 相似 测度 的 结构 : 按 比例 二 
不 断 地 进行 测度 细 分 , 即 取 p = 二 

下 面 的 关于 计算 测度 H, 的 维 数 的 论证 与 FG 书 中 命题 10.1 类 
似 ,10.2 FPR :要 用 到 此 命题 的 最 后 结论 ， 


图 10.1 


命题 104 
1 
KOS PR H, Wb MAME, ic 


s(P)= —(plogp + 0 — p))/log2 (10.17) 
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则 对 Kk 几乎 所 有 的 x, 
dima, =dim,#, = s(p)= dim, ¥#, = dim,h, (10.18) 
vm dim,,.!,(x) = s(p) = dim och, (x) (10.19) 
此 外 还 存在 关于 p 不 降 的 ie iG 尔 集 族 F, > 满足 : 
dim,F,=s(p) H #,(F,)=1 | 
证 明 首先 ， 注意 到 1 是 在 1 的 单位 点 测度 , 且 s(0)=0, 所 以 
令 ={1} 即 是 p=0 时 的 结论 ， | 
TE, 固定 0< P< AH h ERE (0, ILE ARH 
的 概率 测度 , 它 引 出 了 随机 数 x, [E x Ay ED BAY k 位 
以 概率 总 取 0, 以 概率 1 —p 取 1, 数位 间 相 互 独立 。 对 i=0,1， 
用 n(xh) 表 示 x € [0, 1] 的 二 进 小 数 的 前 上 位 中 数 i 出 现 的 次 数 ， 
则 由 强大 数 定律 知 ,“ 以 概率 1”, 也 即 对 4 几乎 所 有 的 x， 当 
k 一 co 时 ， 
n(x )/k -> p Al n(x) /k — l—p ; 
定义 波 雷 尔 集 Ky = F,= {1}, MM O<p <4 
K,={ xe [0,1]: lim n(xl,)/k =p} (10.20) 
RIM ow (K,)=1. 
MER xe [0,1], i Xx) ABS x ay, ES 27 AY a h 
区 间 关 ,由 式 (10.16) 
logh,(X(x))= n(xl)logp +n (xog — p) 
如 果 xe kK, 则 对 {之 0, 当 kk 一 co 时 ， 


(XOD l, 
2 k 


no(x|,ogp +n (x|,)log(I—-p )+tlog2 
(10.21) 


log 


— plogp+(1~p)log(l—p)+tlog2 
于 是 ,如 末 t1<s(p( 见 式 (10.17)), 则 
lim #,0X%40))/|X,001"= 
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所 以 由 命题 2.3(a) 简单 的 变形 , 即 把 其 中 以 x 为 球 心 的 球 换 成 包 
含 x 的 二 进 区 间 , 则 对 每 个 使 4,(E)>0 的 波 雷 尔 集 E, 可 以 得 到 
dim,E£ 2s(p) 特别 有 dim,K,2>s(p), 同时 由 式 (10.10) 可 得 
dim,#, 2s(p), 


a 方面 ,如果 0<9sp 及 xe K,, 则 由 式 (10.21)， 


HX, (x 
— log ga ) — qlogp +(1—q)log(1 — p)+tlog? 


2 plogp + (1 ~p)log(l — p) + tlog? 

这 是 由 于 当 p< 5 时 , q(logp —log(1 — p))=qlog(p/(1 — p)) KË q 
的 增加 而 递减 。 因 此 , 如 果 1> slp), WX ER xe R= =U K, 
limy, (X OD/X)' = oo 。 再 利用 命题 2.3(b) 关 于 二 进 区 间 的 一 
个 类 似 形式 , 即 得 dim, FS s(P), 而 由 上 面 的 证 明知 s(p) dim,K,， 
<dim,F,, kk s(P)=dim,F, , HERR 4,(E)2>#(K,)=1, HX 
(10.14) 即 可 得 dimak; < s(p), MHF s(p)<dim,H, 和 dim'A， 这 
就 证 明了 式 (10.18) 的 前 两 个 等 号 . 再 利用 式 (10.8) 和 (10.12), 立 
即 可 以 得 到 对 u- 几乎 所 有 的 Xx，dimwh(x)=s(Pp)， 

关于 式 (10.18) 右边 的 两 个 等 式 可 以 利用 命题 2.3 中 有 关 填 充 
测度 的 部 分 ,以 及 dim,K Fl dimp H, 相应 的 定义 及 性 质 平 行 地 证 
明 ( 留 给 读者 自己 练习 ), 因此 ,由 式 (10.9) 和 (10 13), 对 4 几乎 所 
有 的 Xx，dimk(x)=s(p), a 


在 上 面 的 例子 中 ,dim Hx) Rdim H) 对 Jj- 几乎 所 有 的 x 
都 是 常数 。 实际 上 具有 这 种 性 质 的 测度 经 常 出 现 , 称 之 为 具有 
严格 的 维 数 "或 “一 致 维 数 "。 如 果 对 人 -几乎 所 有 的 x,dim u(x) 
=s, 则 称 测度 4 具有 严格 的 下 维 数 ,而 如 果 对 人 -几乎 所 有 的 x | 
dimew(CO=s， 则 称 测度 人 具有 严格 的 上 维 数 .很 显然 . 由 式 
(10.8),(10.12) ,(10.9) 和 (10.13) 具有 严格 的 下 维 数 , 当 且 仅 当 

dim u =dim} H =s | 
而 上 具有 严格 的 上 维 数 , 当 且 仅 当 
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| dim,#= dim, ¥ =s 
正如 所 期 望 的 那样 ， 这 种 严格 性 也 可 以 通过 集合 的 维 数 来 表达 。 


命题 10.5 

测度 上 具有 严格 的 下 维 数 s, MA MMSE BE Eo ,使 
(RNE) =0, 及 对 任意 满足 KRCE)>0 的 集 EcE,dimnE=s( 可 以 
取 £,={x: dim p H(X) =S). AS (dh ,kK 具有 严格 上 维 数 s, 当 且 仅 
当 存 在 波 雷 尔 集 Eo 使 A(R"\E,)=0, 及 对 任意 满足 HE) > 0 的 集 
ECE, , dim, E=s, 
证 明 如 果 4 具有 严格 的 下 维 数 , 由 定义 ,存在 波 雷 尔 集 E。 使 
H(A \E,) =0, AEX EE, dim, nx)=s, 于 是 如 果 己 < 已 ， 且 
H(E)>0, 则 由 式 (10.4) 和 (10.5) 知 dim, E =s. 

反之 , 如 果 存 在 波 雷 尔 集 E,, 使 L(R\E,)=0 及 对 任意 满足 
H(E)>0 的 集 EcE,dimE=s, 则 由 式 (10.10) 4 dim, =s, 所 以 
由 式 (10.8), 对 上 -几乎 所 有 的 x,dim, u(x) 2s, 另 一 方面 , 由 式 
(10.14)，dimaA <s, 所 以 由 式 (10.12), ， 对 A- 几 乎 所 有 的 x， 
dim „H(x) Ss, 因此 4 具有 严格 的 下 维 数 s. 

有 关 具 有 严格 的 上 维 数 的 证 明 可 以 利 用 上 局 部 维 数 和 填充 维 
数 的 相关 性 质 平行 地 进行 。 口 


在 命题 10.4 分 析 的 例子 中 , 测度 WW 具有 严格 的 上 ,下 局 部 维 
数 slp), 用 类 似 的 方法 ,同样 可 以 证 明 , 由 式 (2.43) 一 (2.45) 定义 
的 满足 强 分 离 条 件 的 更 一 般 的 自 相 似 测度 也 是 具有 严格 维 数 的 。 

另外 一 个 论证 严格 维 数 性 的 方法 是 利用 遍历 性 , 该 方法 同样 
可 以 应 用 于 自 相 似 测度 ， 回 顾 6.1 节 的 内 容 , 如 果 对 任意 的 A- 可 
测 集 4cX,A(f (4))=4(4), RE u ES X > OX PERE 
的 。 如 果 对 任意 的 满足 广 (4)=4 的 可 测 集 4, 或 者 (A) =0, 或 
者 ACOA4)=0, WER ABH 
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命题 10.6 | | 

it X FER" 的 闭 子 集 , 如果/:X> 久 是 李 卜 希 兹 函数 ,1 是 
上 的 有 限 测度 , 且 4 在 f 下 是 不 变 的 ,又 是 遍历 的 。 则 4 具有 严 
格 的 下 维 数 和 严格 的 上 维 数 。 
证 明 证 明 中 要 用 到 遍历 定理 。 设 < 是 了 的 李 小 希 效 常数 , 即 对 
任意 z ,weX, |f(z)-f(w)| < alz—-w| ,于 是 ,对 x,yeX 和 +>0， 
SO- O Sal x- (这 里 f! 是 了 的 第 j 次 迭代 ), 所 以 如 果 
SEB r), 则 f(y)e BU), ar), ARTE BGR , 则 是 

Lie OS tore lO) (10.22) 

把 遍历 定理 6.1 应 用 到 示 性 函数 1an 和 1 上 (对 固定 的 x 
和 r), 则 由 式 (6.4) 和 (6.5), 对 4- 几 乎 所 有 的 y, 


u(B(x,r))= hia = Moim? 1 rent O )) 
和 | ] k 4 | 
H (B (f(x),ar)) = fiosan = H(x) lim 22 1 BOf(x),ar) (STON 


(在 上 面 第 二 个 式 子 是 把 遍历 定理 应 用 到 f(y), 注意 到 利用 -4 的 不 
变性 ,几乎 所 有 的 f(y)” 相 当 于 “几乎 所 有 的 y”), 由 式 (10.22), 对 任 
意 的 XEX 及 r>0，K(B(x,?))< KH(BU(x),ar)， 于是， 
dim,,.HU())= lim inf logH( Bf (x),r))/logr 
~ = lim_inf logu(B(f(), ar))/logar 
< lim inf logu(B (x,r))/(ogr + loga) 
| = dim,,,H(x) 

由 于 人 在 /下 是 不 变 的 ,所 以 

| dims HEAL) = [dim ioH (xd M(x) 
由 此 得 出 结论 : 对 HLTA Ax, dim,,.u(f(x))=dim,,.H(x), 即 
4 有 严格 的 下 维 数 。 利 用 上 极限 的 相应 的 一 序列 不 等 式 , 可 以 
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同样 地 证 明 上 维 数 的 严格 性 ， 口 | 


从 引 理 6.4(b) 中 已 经 看 到 ,由 式 (2.43) 一 (2.45) 定 义 的 ,满足 
强 分 离 条 件 的 自 相似 测度 在 由 局 上 的 由 FE" 定义 的 映射 /E>E 
下 是 不 变 的 和 遍历 的 , 所 以 由 命题 10.6 它们 都 有 严格 的 上 、 
下 维 数 ,类似 的 ,许多 不 变 的 遍历 测度 也 可 以 定义 在 cookie 
_ cutter 集 上 , 这 些 测度 因而 也 是 具有 严格 维 数 的 。 对 严格 
维 数 的 另 一 些 遍 历 性 的 判 据 , 可 参见 练习 10.6. 

许多 计算 集合 维 数 的 方法 都 涉及 到 估计 集中 到 这 个 集合 
的 测度 的 维 数 , 而 找到 这 样 的 具有 的 维 数 与 所 考虑 的 集合 的 维 
数 相等 或 接近 的 测度 是 一 个 重要 的 问题 . 

在 动力 系统 的 情形 中 , 测度 的 分 形 性 质 比 集合 的 分 形 性 质 
显得 更 为 重要 .在 计算 机 实验 中 , 为 了 显示 动力 系统 Xx:->f(x) 的 吸 
引子 , 希望 通过 描绘 从 初始 点 x 出 发 , 选 代 生成 的 大 量 的 点 x,JG， 
三 :oo 来 显示 吸引 子 . 本 质 上 ,在 计算 机 屏幕 上 显示 出 的 是 , 由 

H(A)=lim -H {j<k: f/xe A} | 
(假定 在 某 种 意义 下 收敛 ) EXN BZAR” u, 它 是 由 系统 的 吸 
引子 所 支撑 的 。 观 察 到 的 正 是 这 个 测度 而 不 是 吸引 子 本 身 , 它 的 
一 些 部 分 ,分 布 的 迭代 点 可 能 会 非常 稀疏 ,寻求 吸引 子 集 的 维 数 的 
方法 通常 是 估计 这 个 测度 的 而 不 是 集合 的 维 数 ， 当 然 , 涉及 动力 
系统 吸引 子 的 维 数 与 其 它 参数 关系 的 许多 结果 也 与 吸引 子 的 测度 ， 
而 不 是 与 集合 本 身 有 关 ， 
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如 果 一 个 测度 不 具有 严格 维 数 , 人 们 自然 地 要 试 着 将 它 分 解 ， 
使 在 s 的 一 个 范围 内 , 分 解 成 的 测度 具有 严格 的 维 数 。 在 这 一 节 
中 , 叙述 处 理 这 个 问题 的 一 个 方法 。 下面 只 给 出 对 下 局 部 维 数 和 
豪 斯 道夫 维 数 的 详细 的 阐述 ; 而 对 上 局 部 维 数 和 填充 维 数 也 有 一 
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套 平 行 的 理论 ,与 前 面 一 样 ,4 仍 是 RR 上 的 有 限 波 雷 尔 规则 测度 ， 
对 s 之 0, 考虑 这 样 的 集合 , 它 的 (下 ) 局 部 维 数 不 超过 s: 


E .,={x: dim, u(x) Ss} (10.23) 

WE o 是 波 雷 尔 集 , 且 由 命题 2.3(b) | 
dim, E.. <5 = (10.24 

TAR , BE s 的 增加 ,EE。， 是 不 降 的 ,因此 有 上 连续 性 : 
| Eo ME. (10.25) 

iE, 为 其 上 的 AATF) FARRE s MANA , 则 

E., ={x: dim, uC) =s} © (10.26) 
=E\U Eo | (10-20) 


为 得 到 所 希望 的 Kk 的 分 解 , 首先 研究 k 在 集 E, CRH H, 
即 /= 州 ,。, 它 由 下 式 定义 ,对 任意 集 4 © 
u(A)= H(AN ES) => (10.28) 
显然 
H(R'V\E.)=0 
并 且 由 式 (10.25) 及 式 (1.13) 的 测度 连续 性 
limA(4)= limu(A NE.) = SHANE.) = HLA), (10.29) 
可 以 利用 集合 的 维 数 表示 Ms, 


命题 10.7 


对 O<sSn KERRIE 4 
HA(4)=Sup{A (ANE) :E 是 满足 dim,E<s 的 波 雷 RR) 
证 明 利用 式 (10.24) 
H(A)=H(ANE..) <sup{H(AN E): dim, E <s} 
另 一 方面 , 利用 式 (10.3) 和 (10.23), 对 人 几乎 所 有 的 “Bee 好 对 
ale Ex -几乎 也 有 的 x, 


dim, Hes: "VE es) (x) = dim M(x) >t 
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PE ER (10.8), dima Henge > t , PAISE (10.10) , 058 BH 
fedim,E <t 的 任意 波 雷 尔 集 , 则 0= Herse (E)= UE\E <) . Al 
此 ,如果 A4 是 波 雷 尔 集 , (ANE) = uC AN EN Ex.) SHA), 所 以 
sup{u (A NE): dim, E <t} SK(A): 


于 是 ,对 任意 t>s 
sup{H(AME): dim E Ss} SK(A) 
再 利用 式 (10.29) 即 完成 了 命题 的 证 明 。 O 
在 命题 10.7 PX s=n, 则 对 任意 的 波 雷 尔 集 A, 
=. H(A)=H(A) ~~ (10.30) 
下 面 在 实 区 间 [0， n] ke MARE RIE å, + 
~ AÇO, = HR’) (10.31) 
并 按 通常 的 方法 把 这 个 定义 延 拓 到 [0,n] 的 子 集 上 .由 式 (10.28)， 
#((0,s])=#(E,,) (10.32) 


因为 AB 记录 了 在 实数 集 B 中 具有 (下 ) 局 部 维 数 的 点 集 的 4 测 
BE ,所 以 有 时 称 为 4 的 维 数 测度 ， 

直面 的 “ 维 数 分 解 公式 "表示 K, 可 作为 某 个 测度 v 关于 i 的 
积分 ; ws v BRAY p BRA SBR 


命题 108 | 


MR 的 每 个 波 雷 尔 子 集 4 和 任意 O<t<n, 存在 实数 (A), 
使 0<w%(4)<1, 上 且 

(a) 对 0 和 tn,v, BR EMEA 尔 概率 测度 . 

(b) 对 任意 0<s<n, 及 任意 的 波 雷 尔 集 4， 


u.(A) = -| vA (10.33) 


ai 对 每 个 波 ERR A, 类 似 式 (10.31), 可 以 定义 [0,n] 上 的 波 
雷 尔 测度 Ha A: AOSD =A ANE), 
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并 把 它 延 拓 到 [0,n] PEE. MH O<s<t, 
OL(s,t]=4(4)— H(A) 
=H(A N (EME) SHE NE.,) 
=u(R)-H(R)=Â(s,t] 
所 以 ,对 任意 BS(0,n], | 
0<f,(B)<A(B) (10.34) 
Bl A, 是 对 有 绝对 连续 的 ,所 以 可 以 把 应 ER | 


ü (B)= | v(A)di(t) 


其 中 v(4) 是 Radon — Nikodym 导 数 , 即 v (4)=dA,(D)/du .特别 取 

有 = (0, s], FRIA ((0,s]) = #,(A), BURN OSs Sn, 式 (10.33) 成立。 
证 明 Y, ER 上 的 测度 存在 技术 上 的 困难 ,这 是 因为 dh(t) /dh 

只 定义 在 天 -几乎 处 处 的 上 上。 但 可 以 将 这 个 定义 复制 如 下 > 
A= {fk 2" (k, +Z") XX [k 2" (十 D2 ) 

f MEZ” ko k EZ} 
AYR "上 的 一 进 了 立方 体 的 集合 ， 对 任意 Ae 选 定 一 个 
Radom — Nikodym 导数 的 表达 式 v(A)= df (N /dh; ; 根据 式 
(10.34), 对 任意 4e 肥 及 te [0,n], 可 以 假定 0<v(4) <1， 如 果 
41,… 和 是 相互 不 交 的 集合 , 且 4 SUL, A, , 则 对 有 几乎 所 有 的 上 ， 
då (n/dh=di, (dht+.+dh, (dj (10.35) 
或 者 . i 
v (4)=v (A) ++ +0,(A,) (10.36) 
因为 和 4 包含 可 数 多 个 二 进 立 方 体 ,而 每 个 立方 体 又 是 2 个 边 长 
为 其 一 半 的 小 二 进 立方 体 的 不 交 并 , 所 以 存在 集合 WC [0,n], i 
足 B([0,n)\W)=0, 只 要 4 是 二 进 立 方 体 AA... hi 是 2 个 边 长 
为 4 边 长 一 半 的 二 进 子 立 方 体 , 则 对 任意 teW, 式 (10.36) 成 立 ， 
于 是 ,对 任意 teW, 可 以 用 一 种 相 容 的 加 法 方式 , 将 w(4) 延 拓 到 
A 是 二 进 立 方 体 的 有 限 并 的 集 类 中 去 , 并 使 式 (10.33) 对 这 些 集合 
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仍然 成 立 。 可 用 通常 的 方式 继续 这 个 延 拓 的 过 程 , 使 得 对 任意 
上 < 多 ,测度 y 在 波 雷 尔 集 类 上 是 可 数 可 加 的 ,并 满足 0<v(R)<1， 
且 把 式 (10.33) 延 拓 到 波 雷 尔 集 类 上 . AA AlO, n =K(R"), bx 
(10.30), XA UR) =R) =f V EAO, BL, Xt ALF PA 
HJ t, (R) =1. 于 是 ,对 让 -几乎 所 有 的 te[0,n], RIE v ERR N 
度 。 通 过 再 把 v, 定义 在 上 测度 为 零 的 ! 的 集合 上 , 可 得 到 对 任意 
cl0,1],v 和 是 满足 式 (10.33) 的 概率 测度 . 口 


下 一 个 命题 概括 了 测度 vv 的 主要 性 质 ， 
命题 10.9 
” 设 v 满足 命题 10.8 的 结论 , 则 


(a) aide mR SRA, RÂ-JLF FRH BY te (dim, A,n], 
y (A) = 


OSEN s 及 人- 几乎 所 有 的 te [0,3]，v(E。.)=1， 
(C) 对 人 -几乎 所 有 的 1, v(E,)=1 且 v(RNE)=0。 
证 明 (a) 设 4 是 波 雷 尔 集 ,并 记 s=dim,4 ,由 式 (10.33) 


| AA RD = H(A) ~ HLA) 


S4(A)- H(A TA )=0 


利用 式 (10.30) 及 命题 10.7, 则 知 对 几乎 所 有 的 ‘els, n}, 
v(4)=0, 
(b) ty 38 (10.33),(10.28) 及 (10.31) 


| WEDA) =H (E <) =H (R) = A([0,s) = | 1dh(t) 
0.5 a 


因为 对 所 有 t，0 <v.(E.,)<1, 这 意味 着 对 有 -几乎 所 有 的 telos], 
v(E)=1. 
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(c) 注意 到 | 
| te [0,n]: 对 有 理 数 4 >t, v(E<,) <1} = U ft: VE.) <1, t<q} 
(10.37) 


由 (b) 知 上 式 并 中 的 集合 的 测度 都 为 0, 即 对 良 几 乎 所 有 的 上 
WE<,)=1 对 所 有 的 有 理 数 4 >t 成 立 。 根据 式 (10,25), WDM A 
JLAF PTA BY t, o 
vE <)= limo (E .,)=1 (10.38) 
用 同样 的 方法 : 
(tE [0,nj: 对 有 理 数 4<PyEe)>0= U {e v(E <,)>0, t>q} 


因为 由 式 (10.24) 知 dim, E<, <q, 所 以 从 (a) 知 上 式 的 并 的 挛 测度 
0. FEX Â 几乎 所 有 的 1, v( 有 。)=0 对 所 有 有 理 数 qg<t 成 
立 ,所 以 利用 式 (10.27) 及 (10.38) , 
EY VA(E) limv(E)=1-0=1. 
最 后 , 注意 到 
v(R\E,)= VAR) ~4(E.)=1=1=0 口 


命题 10.9(c) 说 明 式 (10.33) 是 测度 /的 一 个 分 解 ， 它 分 解 成 
THEE E ERS, MEE, 上 人 具有 局 部 维 数 ! ， 当 
然 , 最 理想 的 是 w 本 身 对 有 几乎 所 有 的 1, 具有 严格 的 维 数 1 
然而 ,因为 Ea) =l, 式 (10.10) 意味 着 dimy, <dim E. . Ẹ 
B dim Ee 会 严格 地 小 于 4, 如 果 可 能 发 生 , 那么 dim vw <t. 
则 由 式 (10.8) 知 ,对 一 个 具有 正 v 测度 的 x 的 集 dim, v,(x) <2, 
令 人 感 兴趣 的 是 , 找到 对 某 些 t 保证 v 具有 严格 维 数 的 明确 条 
件 .下 面 将 要 看 到 , 至少 在 ACE,) >0 的 条 件 下 ,这 种 情形 才 发 生 . 

下 面 ,将 利用 [0, n) 上 测度 有 的 性 质 , 得 到 一 种 把 4 分 解 成 
为 具有 不 同 局 部 维 数 部 分 的 可 选择 的 方法 ， 回 顾 一 下 , 称 数 s 有 是 有 h 
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的 原子 ,如 果 亿 {s})>0， 由 点 测度 的 求 和 知道 ,有限 测度 AR 
子 的 集合 S 显然 最 多 是 可 数 集 。 AES ERRETA A KETA 
分 ,而 及 在 [0, n]\S 上 的 限制 则 称 为 人 的 非 原子 部 分 。 
下 面 将 要 见 到 ,有 限 测度 4 的 具有 严格 维 数 的 分 解 部 分 对 应 
于 有 的 原子 $。 男 一 方面 , 相应 于 有 的 非 原 子 部 分 的 分 解 x? 具有 
扩散 维 数 分 布 , 即 对 任意 s, P{x: dim p(x) =s}=0 . 
由 式 (10.27) 和 (10.33), 对 波 雷 尔 集 A 
H(ANE,)=#(A NE limu(ANE.) 
= H#(A)—limyu(A) 
-ii| v(A)dA(t) 


RAR, WA, 只 要 5 不 是 户 的 原子 ， 即 有 1(E) 0。 而 当 s 是 
原子 的 情形 , 则 


HA(AN ED =¥ {APs} (10. 39) 
FE 有 的 原子 对 应 于 那些 使 A(E,) >0 的 s; 这 就 使 我 们 可 以 限制 / 
到 这 样 s5 的 E, 上 ,而 把 4 分 解 成 具有 六 格 维 数 的 部 分 , 


DE 10.10 


设 上 是 员 上 的 有 限 波 雷 尔 测度 , 则 存在 有 限 或 可 数 集 
Sc[0,n],， 及 对 任意 ses HRA HER s H A EE WAR AT 
ERIR 测度 41?, 使 得 


p= È H+ (10.40) 
事实 上 , 可 取 
S={ftse[f0,pj:A(EJ>0 © (10.41) 
和 对 AcR 
H(A) = HANE.) (10.42) 


HP(A)=H(A\ U E,) (10.43) 
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其 中 ( 与 前 面 一 样 ) 

E,={x: dim,,.U(x) =s} (10.44) 
证 明 因为 AR)< ce ,所 以 式 (10.41) 中 的 S 集 是 可 数 的 。 对 
se S, 用 式 (10.42) 定义 波 雷 尔 测度 六 和 用 式 (10.43) 定义 如 。 由 式 
(10.3) 和 式 (10.44) 知 , 对 A- 几 乎 所 有 的 XE, 等 式 dim x)= 
dim HO) =s 成 立 ,于 是 ,对 人 -几乎 所 有 的 x, dim H (x) =s, 所 
以 :具有 严格 维 数 s， 

利用 式 (10.42) 和 (10.43), 对 ACR’, 
HA)=Z H(A N E)+H (4 \ UE, 


= w(A)+H°(A) 
为 证 明 刀具 有 扩散 的 维 数 分 布 ,再 一 次 用 到 式 (10.3), 注意 到 对 ue 
几乎 所 有 的 x, dim H (x)= dim Hix), 于 是 对 任意 re [0,n] 
w(x: dim H?(x)= t}) =w(E)=u(EA E.) =0 


这 是 因为 如 果 AGE)>0, 则 上 是 产 的 原子 , 必 存 在 se S, 使 
ESE, . RUM 具有 扩散 维 数 分 布 口 


其 有 严格 维 数 的 测度 较 容易 找到 ; 命题 10.4 和 10.6 给 出 了 
许多 例子 。 然而 ,具有 扩散 维 数 分 布 的 测度 自然 较 少 出 现 。 下面 
说 明 如 何 构造 这 样 的 测度 ; 事实 上 , 将 证 明 存 在 只 上 的 测度 使 
得 维 数 测度 h 等 于 任意 给 定 的 [0,1] 上 的 一 个 概率 测度 。 本质 上 
就 是 把 具有 由 命题 10.4 导 出 的 形式 的 测度 聚集 起 来 , 而 得 出 具 
有 希望 的 维 数 测度 的 测度 ， 


5| 理 ”10.11 


对 任意 0< sx1, 存在 波 雷 尔 概率 测度 ”和 集 F, EFS s 
是 不 降 的 ,及 dimuF:=dimiy,=s, 并 且 v(F')=] . 
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证 明 这 些 集 和 测度 本 质 上 是 在 命题 10.4 中 构造 的 . 注意 到 对 
0<s<1, 可 以 找到 唯一 的 p=p(s), 使 0<p< 方 ,， 且 
s=—(plogp +(1—p)log(l1-p))/log2 . 令 F.=F,, % =H 这 里 
Fao 5 Ks 如 命题 10.4 中 所 叙述 的 , 这 就 得 到 了 所 要 求 的 性 质 的 
集 和 测度 。 | 口 


命题 10.12 


Ww" Æ[0,1] 上 的 概率 测度 ， 则 存在 只 上 的 波 雷 尔 测度 人 使 
=n, | 
证 明 iy, A) 如 引 理 10.11 所 氢 述 的 ， 定义 波 雷 尔 测度 如 下 


H(A) -f v (4)dn(t) (10.45) 
(0,1) 


”因为 对 任意 te[0,]], vw( 避 =1, 所 以 H(R)=1, KAW dim,y, =t, 
则 由 式 (10.10), 对 任意 满足 dim E <t WR E RE E, v, (E)=0. 
于 是 Xt OSs<1, A APSR (10.31) ,命题 10.7, 010.45) 和 命题 
10.9(a), 


(0,s) = 2,8) 


= sup | v(E)d1(t):dim, ES s} 
[0,1] 


=sup 中 v (E)dn(t):dim E <} 


=n({0,s]) | i 
上 面 还 用 到 条 件 ,对 任意 E,v(E)<1 且 对 t<s v(F) =1, 
dim,F.=s。 所 以 =N 口 


这 个 结论 可 以 推广 , 一般 地 可 以 得 到 R 上 的 测度 ow, 使 得 对 
任意 给 定 的 [0,n] 上 的 概率 测度 7, A=1 。 
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10.3 ” 注 记 与 参考 文献 


几乎 是 目 几 何 测度 论 诞生 以 来 , 测度 的 局 部 维 数 就 以 某 种 
形式 出 现 , 虽然 不 是 称 为 这 个 名 字 。 特 别 是 Frostman (1935) 
和 Billingsley (1965) 利用 测度 的 局 部 维 数 去 研究 集合 的 维 数 ， 
Tricot (1982), Cutler (1986), Haase(1992) 及 Hu 和 Taylor (1994) 
BiG T Seria AAEM ES EKA. TE EBER G 
历 判 据 由 Cutler(1990) 和 Fan(1995) H. | 

Rogers 和 Taylor(1959 ,1962) 得 到 与 命题 10.10 非常 相似 的 
分 解 定理 , 并 且 构 造 了 有 扩散 维 数 分 布 的 测度 .在 10.2 节 中 应 
用 的 方法 是 由 Cutler(1986,1992), Kahane 和 Katznelson (1990) 
应 用 Riesz 位 势 得 到 的 类 似 的 分 解 方法 . 


练习 

10.1 RUA R EW ARMA, DSR > RSE hw ok 
St. 证 明 dim) Sdim u(x) HEE x ER" RS. tt 
PVE ASUS (A) 定义 。 证 明 如 果 1 是 相似 或 仿 射 变 
ik , 则 对 任意 x ER", dim, v(f(x))=dim, a(x). 

10.2 利用 命题 1.7 的 密度 性 质 ,验证 式 (10.3)， 

10.3 UR 上 的 有 限 波 雷 尔 测度 , COR, Miz (x: dim, HA(x)<c} 
ATK FRE. | 

10.4 证 明 命题 10.3, E 

10.5 设 0<p<l, EE 是 三 分 康 托 集 ,1 是 在 通常 的 康 托 集 构造 上 ， 
按 D:1 一 p 的 比例 把 测度 重复 地 分 配 到 下 一 步 的 子 区 间 上 ， 
而 得 到 的 以 EE 为 支撑 的 自 相 似 测度 证 明 具有 的 严格 下 
维 数 寺 于 一 (plogp + (1 —p)log(1 —p))/log3. 

10.6 (为 一 个 严格 性 的 判 握 ) 设 鲜 是 妇 的 闭 子 集 ,而 内 是 
IX >XFHBAMREME 。 设 对 任意 的 波 雷 尔 集 E, 
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dim, f-(E)<dim,E, WH 4 具有 严格 下 维 数 ,( 提 示 : 如 
R kK(E)>0, 利用 遍历 性 的 定义 证 明 eC UZ, J 7E)=1, 然后 
利用 式 (10.10) 和 (10.14) i.) 
10.7 设 册 和 由 是 具有 不 相交 支撑 的 员 " 上 的 有 限 测度 , 证 明 维 
KWER HHY =Ê +A, . 、 
10.8 ”直接 证 明 ( 在 具有 应 测度 的 上 集 内 ) 由 式 (10.45) 定义 的 测 
RU RARK SREY, 
10.9 E.,40°X(10.23) 所 示 ,证 明 dim' E. <SS, 
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正如 在 上 一 章 见 到 的 ,密度 变化 范围 较 大 的 单个 测度 可 
以 定义 出 分 形 集 的 全 部 的 “ 谱 ”, 而 这 种 谱 是 由 在 分 形 集 上 ,局 部 
维 数 取 特殊 值 的 那些 点 所 决定 的 .上 一 章 主要 是 涉及 这 些 集 的 4 测 
度 , 在 这 一 章 中 ,通过 考察 一 类 集合 , 进行 “更 细致 "的 分 析 , 而 
这 类 集合 虽然 A 测度 值 是 零 , 但 作为 具有 正 维 数 的 集合 还 是 有 重 
要 意义 的 。 多 重 分 形 分 析 目 的 在 于 量化 测度 的 奇异 结构 , 以 及 在 
下 度 友 生 变化 时 , 为 伴随 有 不 同 范围 的 过 定律 的 现象 提供 模型 。 
回顾 一 下 ,对 RR" 上 的 有 限 测 度 1, 4 在 > 点 的 局 部 维 数 (或 局 
部 Holder 指数 ) 由 下 式 定义 : 
dim, (x) = lim log#(B(x,r))/logr (11.1) 
如 果 这 个 极限 存在 的 话 。 对 任意 x>0, 考虑 这 样 的 一 个 x 的 点 集 
E, 在 E, 上 局 部 维 数 存 在 且 等 于 x.( 在 多 重 分 形 分 析 中 , 有 关 这 
个 间 题 普遍 地 用 “x” 而 不 用 “s”, 在 本 章 中 也 遵循 这 个 约定 )， 对 
某 些 测度 u, 集合 已 可 能 是 非 空 的 , 且 在 x 的 一 个 范围 内 有 相应 
的 分 形 . 当 这 种 情形 发 生 时 ,通常 称 为 多 重 分 形 测度 。 很 自然 
地 要 对 由 jz) = dimE, ( 某 些 适当 定义 的 维 数 ) 定义 的 4 的 多 重 
分 形 谱 或 奇异 谱 进 行 研 究 。 例 如 , 自 相似 测度 ( 见 2.2 节 ) 是 普通 
的 多 建 分 形 测 度 ,它们 的 谱 将 在 11.2 节 详细 分 析 
这 种 通过 一 个 测度 来 获得 许多 分 形 的 思想 乍 看 来 是 相当 吸引 
人 的 , 但 是 在 分 析 数 学 性 质 和 试图 计算 在 一 些 特殊 情形 下 的 多 重 
分 形 谱 时 , 就 有 重重 的 技术 上 的 困难 .例如 , 何 时 利用 上 或 者 下 
局 部 维 数 更 合理 ,或 者 在 定义 /(%) 时 应 该 利用 维 数 的 哪 一 个 定义 ， 
这 些 问 题 都 不 总 是 很 清楚 。 在 "~ 0 的 过 程 中 , 当 7 的 值 较 小 ， 
但 处 有 于 限 的 尺度 时 , 对 有 关 kK(B(x,n)) 的 极限 状况 的 处 理 要 十 分 
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仔细 , 这 里 可 能 会 引出 精细 的 或 者 是 粗 线条 的 两 种 多 重 分 形 理 
i. 当 4 是 负数 且 (A) 较 小 时 ER BA)! 的 估计 也 会 出 现 一 
JE H XE | 

尽管 如 此 ,或 者 可 能 正 因为 如 此 , 对 多 重 分 形 的 数学 研究 已 经 
做 了 大 量 的 工作 , 早期 的 这 方面 的 工作 是 对 分 形 集 做 的 。 其 目的 
是 给 出 多 重 分 形 维 数 谱 的 令 人 满意 的 定义 和 解释 , 并 研究 相应 的 
几何 特性 ( 例如 有 关 测 度 的 分 形 谱 及 它 在 子 空间 上 的 射影 ) 和 时 
找 计算 多 重 分 形 谱 的 一 般 方法 , 进而 求 出 一 些 特 殊 测度 的 谱 ， 

“在 本 章 中 所 做 的 并 不 会 超出 涉及 多 重 分 形 的 数学 性 质 这 方面 
的 事 。11.1 节 介绍 了 有 关 能 适用 于 普通 测度 的 一 般 理 论 , 并 特别 
讨论 了 对 多 重 分 形 的 精细 的 和 粗 线条 的 两 种 处 理 方法 。11.2 节 
计算 了 自 相 似 测度 的 分 形 谱 ,而 11.3 节 则 利用 热力 学 形式 体系 
把 上 一 节 的 计算 方法 推广 到 非 线 性 的 情形 , Bll cookie-cutter 集 
上 的 Gibbs 测度 的 情形 ， | 

在 许多 情况 中 都 可 以 见 到 具有 多 重 分 形 特性 的 测度 。 多 重 分 
形 已 被 利用 来 描述 动力 系统 的 吸引 子 上 的 驻 留 测度 ,流体 中 的 注 
流 , 雨量 分 布 ,宇宙 中 的 质量 分 布 ,粘性 指 进 , 神经 网 络 和 许多 其 
它 现象 ， 然 而 , 要 将 这 些 例 子 与 数学 及 计算 理论 联系 起 来 总 不 是 
那么 容易 的 。 | 

11.1 精细 的 与 粗 线条 的 多 重 分 形 理论 

多 重 分 形 分 析 有 了 两 种 基本 的 处 理 方法 : 即 考察 E, 集 本 身 的 
几何 性 质 的 精细 理论 , 及 考虑 当 r 较 小 但 取 正 值 时 的 K(B(x,n)) 分 
布 的 不 规则 性 的 粗 线条 理论 。 在 精细 理论 中 , 研究 当 r 一 0 时 
HA(B(x,n)) 的 局 部 极限 状况 , 并 考察 随 这 种 不 同 状况 定义 的 集 的 整 
体 性 质 ，。 而 在 粗 线条 理论 中 ,描述 fr 较 小 时 ， HBr 整体 的 不 
规则 性 , 并 对 + 一 0 时 考察 这 个 极限 。 在 多 重 分 形 分 析 的 精细 的 
和 粗 线条 的 两 种 处 理 方法 之 间 有 许多 相似 之 处 , 例如 , 它们 都 涉 
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友 到 勒 让 德 变 换 , 两 种 处 理 方法 对 许多 基本 测度 都 导出 相同 的 多 
重 分 形 谱 . 
精细 理论 可 能 更 适合 于 数学 上 的 分 析 , 并 需要 与 研究 集合 的 
聚 斯 道夫 维 数 时 用 到 的 相近 的 思想 ， 另 一 方面 , 粗 线 条 理论 却 
更 适合 于 寻找 物理 学 例子 中 的 多 重 分 形 谱 , 或 估计 来 自 于 计算 机 
实验 问题 中 的 谱 , 而 它 的 处 理 方法 使 人 更 多 地 回想 起 盒 维 数 的 计 
算 。 | 
在 讨论 精细 的 和 粗 线条 的 处 理 方法 ,以 及 它们 与 一 般 测 度 的 
联系 中 ,必须 强调 它们 的 定义 和 适用 范围 会 有 许多 变化 ,这 种 类 
似 的 ,但 却 是 不 同 的 定义 可 能 会 在 书 中 的 其 它 地 方 见 到 . 
Be 是 如 上 的 有 限 波 雷 尔 规则 测度 ,对 2 之 0, 定义 
E,={xE R dimo H(x)=2} = aL 
= {x € R':limlog4(B(x,r))/logr=2} (11.3) 


即 E, 是 在 其 上 存在 局 部 维 数 , 且 局 部 维 数 等 于 x 的 点 的 集合 ,多 重 
分 形 分 析 的 精细 处 理 方法 的 主要 目的 是 对 x 之 0, 求 出 dim, E, GE 
意 多 重 分 形 理论 的 一 些 变化 ,有 些 是 用 上 或 下 局 部 维 数 定义 ,或 
阁 在 下 一 章 中 ,用 “之 x” 或 “x< ”来 代替 “=2”) , 
在 令 人 感 兴趣 的 大 部 分 例子 中 , 对 那些 使 E, 不 平凡 的 x 
fi. E, 在 sptk 中 稠 Wjdim,E,=dim, £,=dim,sptu( *t_k & 4 
数 有 类 似 的 等 式 ) 。 所 以 盒 维 数 在 区 分 E, 的 大 小 上 几乎 没有 什 
么 作用 ,于 是 , 更 自然 地 要 考虑 。 
ju)=dimasE， 及 f£(%)=dim,£, (11.4) 
它们 分 别称 为 上 的 豪 斯 道夫 和 填充 (精细 ) 多 重 分 形 谱 ， 
PR KHER 220, O< £(2)<dim,sptu ,对 填充 维 数 ,也 有 类 
似 的 不 等 式 。 由 命题 2.3(b), 对 任意 x， 
O<Sf(%) <2 。 (11.5) 
对 粗 线条 谱 的 定义 是 沿 着 盒 维 数 的 线路 , 考虑 R" Er 网 立 
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方 体 , 它 是 由 [mr,《m, 十 1)r]X…x[m,r,(m, 十 1)n] 组 成 的 立方 体 , 其 
中 mm,,…,m, 是 整数 .对 ?上 的 有 限 测度 K 及 x 之 0, 记 

N(2)= Ff MCA) 27° 的 r+ 网 立方 体 A} (11.6) 

定义 人 的 粗 线条 多 重 分 形 谱 为 : | 

| log*(N(%#+8)-N(2- D) 

—logr - 

SUR ESN AY FR RAR FF EB TS. (HAP log*x = max{0, logx}, 这 
只 是 保证 ((2)20 的 一 个 方法 ), 定义 式 (11.7) 意味 着 , 如 果 1 >0， 
E>0 且 充 分 小 , 则 对 充分 小 的 + . 

PO SN (a+ E)— NX—e) grt". (11.8) 
粗略 地 讲 ,一 K(z) 是 使 7 网 立方 体 4 满足 (A) =r? EES 
数 的 数值 ， 注 意 到 当 r -> 0 时 ,£2) 不 是 使 (A(X) =r BY x aE 
合 的 盒 维 数 , 其 中 4 (x) 是 包含 x 的 ?网 立方 体 : 粗 线条 谱 提 供 了 
在 r 尺度 变化 时 ,对 测度 上 的 变动 的 一 个 总 体 的 观察 , 但 并 没有 
给 出 上 在 任何 一 点 上 的 极限 状况 的 信息 

在 式 (11.7) 的 极限 不 存在 的 情形 ， 对 *>0, XH 的 下 、 i 
线条 多 重 分 形 谱 为 : 


{@= lim lim (11 7) 


f(®=lim lim inf 108 (NG +2) ~ N(%— 8) (11.9) 
Zc E -0 r-0 —logr , 
及 | 
TA = lim lim sup BEET NED) (11.19) 
下 面 的 引 理 给 出 了 精细 谱 与 粗 线条 谱 之 间 的 基本 关系 : 
引 理 11.1 
Iu ER 上 的 有 限 测 度 , 则 对 任意 x20, 
OSLA <f(%) © (GL i 


证 明 只 要 证 明 式 (11. 11) 中 的 左边 的 不 等 号 ， 右边 的 不 等 号 是 
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然 的 。 为 简单 起 见 oe eR EAU, ESS AE te 
类 似 的 ,只 不 过 在 高 维 空间 中 用 来 比较 的 球 和 立方 体 的 测度 , 在 
一 维 空 间 中 用 区 间 的 测度 取代 . | 
对 固定 的 x>0, 简 记 f= f() =dim,£,, 可 以 假设 />0, 则 对 
给 定 的 0<e<f, of (E,)= oo 。 由 式 (11.3), FER ECE, 使 
H E)>1, 县 存在 > 0 (ER x € Es 及 任意 0<r<r,， 
3r "SABGor) <2" eO (11.12) 
可 以 选择 满足 0<5< > ri 5, E HE., 
对 任意 r 和 6, 考虑 5 E, 相交 的 7 网 区 间 ( 具 有 [(mr,(n +1)r] 
形式 ， H mez), 这样 的 区 间 4 包含 EWA x, 满足 
BCenc4 U-A, U A, © B(x,2r) 
其 中 A, AA, 分 别 是 紧 连 着 4 的 两 旁 的 7 网 区 间 。 由 式 (11.12) 
37t S H(B(x,r)) Su (AUA, U A, ) SH(B(x,2r)) <r"! 
r SHUA D<: © (11.13) 
KPA, 是 4、4, 及 4 中 的 一 个 HHS 的 定义 ， BoA 
IHE (EL) 2r SR BE? 相交 的 7- 网 区 间 ， 所 以 至 少 有 二 r /个 
满足 式 (11.13) 的 r- 网 区 间 4。( 注意 到 每 两 个 区 间 4 被 27 或 更 多 
的 分开 , 得 出 了 不 同 的 A, 区 间 )， 因此 ， Xf r<o 
N,(% + 8)—N,(2— 8)> 4 ar! 
所 以 由 式 (11.9), 即 得 (0) Sf =f). 


事实 上 , 正如 已 见 到 的 许多 集 有 相同 的 盒 维 数 和 豪 斯 道夫 维 
数 一 样 ,许多 普通 的 测度 也 有 相同 的 粗 线条 谱 与 精细 谱 ,下 一 节 
中 将 见 到 的 自 相 似 测 度 正 是 如 此 。 

多 重 分 形 谱 通过 勒 让 德 变换 与 某 些 矩 联系 起 来 , 这 就 提供 了 
万 一 种 计算 分 形 谱 的 方法 。 确 实 ,许多 测度 具有 的 分 形 谱 实际 上 
等 于 自然 的 辅助 函数 的 勒 让 德 变 换 ， 
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KB R> REGRA, 则 存在 % 的 某 个 范围 , 比如 说 是 
O LE [Xnn ,Xmax ] ,在 这 个 范围 内 ,Bb 的 图 有 一 斜率 为 一 x 的 支撑 线 
L, , 且 对 这 样 的 x, 这 种 支撑 线 是 唯一 的 .( 当 x=xws 或 Can, 取 
了 :为 相应 图 的 渐 近 线 ) 。 6 的 勒 让 德 变换 是 函数 三 [zwn, Xmax] 
一 员 , 质数 值 由 二 :与 铅 垂 坐标 轴 的 截 点 的 值 给 出 。 见 图 11.1 

f(%) = f {B(q)+%q} | (11.14) 
且 f 对 2 是 连续 的 。 


Pg) 


p 


Aa) = BD + ag 


11.1 B(q) 的 勒 让 德 变换 是 /(2), 等 于 斜率 为 -~x 的 切线 与 8 轴 的 截 点 什 


粗 线条 谱 关系 到 矩 和 的 宕 定律 指数 的 勤 让 德 变换 , 对 ge RR 
r> 0 考虑 测度 的 4 次 等 的 矩 和 式 
M= HUCd) | E (11.15) 
这 里 是 对 满足 MK4)>0 的 所 有 7 网 立方 体 4 求 和 .( 对 取 负 值 的 了; 
存在 有 关 稳 定性 的 问题 : 如 果 立 方 体 4 刚刚 截 到 spty 的 边缘 ， 
WU HCA) 可 以 是 非常 大 ， 对 这 个 困难 有 许多 处 理 方法 , 例如 求 和 
只 限制 在 中 心 部 分 与 spt4 相 截 的 那些 立方 体 上 , 但 这 里 不 继续 
探讨 这 个 问题 .) 
这 些 矩 和 关系 到 N(x): 利用 式 (11.6) 可 以 得 出 ,对 任意 x>0， 
如 果 q 20, M. 
Ma) = EMAY >N (11.16) 
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而 如 果 4<0, 则 | 

M(q)= È H(A)’ Zr H AERE 0< H(A) S789 r 网 立方 体 } (11.17) 
Bq)= lim inf logM (q)/—logr (11.18) 

及 B(q) = lim ‘sup logM,(q)/—logr (11.19) 

来 确定 M.(q) 所 服从 的 徊 定律 的 情形 . (注意 ,许多 文献 中 是 用 

一 T(q) 取代 这 里 的 Pa), 下 述 引 理 说 明了 大 和 大 5 BAB OM 

让 德 变换 的 关系 。 


B| 11.2 
RUER 上 的 有 限 测度 , 则 对 任意 220, 
ASSO = inf {B(q)+2q} (11.20) 
及 
| KOSH) = inf {B(q)+2q} (11.21) 
证 明 HER gq 20, 对 给 定 的 E>0, 式 (11.16) 及 (11.9) 意味 着 对 
任意 充分 小 的 六 
| Mig) 2rtOtON (2+8) 2 ttt op ket (11.22) 
则 由 式 (11.18) 知 | : 
—P (q) Sq +E)- f (2) +e 
PEVA h e EEA , BN £(%)<B(q)+%q, 利用 式 (11.17), E 
把 & ae, 通过 类 似 的 证 明 , 可知 对 g <0， PASE AR 
RA. 
对 上 谱 的 证 明 也 类 似 ， 代替 式 (11.22), 可 利用 PER: 
M (q) Zr 9N (x + 8) Stet op Late 
对 任意 小 的 r+ 成 立 。 O 


由 式 (11.20) 和 (11. 21) 定义 的 勒 让 德 变换 和 所 有 时 称 为 测 
度 上 的 下 .上 鞠 让 德 谱 。 对 许多 测度 来 说 , 它们 相应 的 式 (11.20) 
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和 式 (11.21) 中 的 等 号 成 立 。 确实 , 正如 自 相似 测度 一 样 , 下 .上 
值 经 常 是 相等 的 . 经 常 发 生 的 是 , 粗 线条 谱 正 好 是 函数 pg) 的 勒 让 
德 变换 ,这 就 可 以 用 比 极限 更 明确 的 方式 来 定义 它 . 

勒 让 德 变换 在 多 重 分 形 的 精细 理论 中 也 发 挥 了 主要 的 作用 ， 
这 里 再 次 要 定义 出 合适 的 8 函数 , 使 它 的 变换 成 为 多 重 分 形 谱 的 
好 的 选择 。 对 网 立方 体 的 矩 和 式 的 一 个 连续 的 替换 是 : 

B(q)=lim A oe (11.23) 
( 如 果 极 限 不 存在 , 则 改 成 上 或 下 极限 ), 对 性 状 良好 的 测度 ,6 的 
勒 让 德 变换 就 得 出 了 多 重 分 形 谱 。 

为 多 重 分 形 目的 的 另 一 种 处 理 方法 是 利用 豪 斯 道夫 类 型 的 测 
度 ， 简 言 之 ,给 定 R 上 的 测度 上 及 4， BER MA FRETER 
定义 测度 a": 

x HAE)= at H(B(x,r)) 2r) ES UB(x,r), X,EE r,S | 

Hy *(E) = lim HE) 

HOE) =supH(E’) 
(利用 球 心 在 E 中 的 球 族 的 覆盖 , 是 为 了 避免 q 是 负数 时 出 现 的 
困难 , 最 后 一 步 是 为 了 保证 单调 性 的 要 求 , 即 当 E,cE, 时 ， 
HOKE) SHE), HEA q 定义 与 豪 斯 道夫 维 数 类 似 的 La), 
在 点 BHR) 从 co 跳 到 0, BN a B<B(q), (RD = co , 而 如 
R B> Bq), WHR) =0 。 于 是 ,与 引 理 11.2 类 似 的 “精细 ”的 
结果 成 立 : 


(11.24) 


KOS inf 1B) + 4%} (11.25) 

同样 ， 对 “性 状 良好 * 的 测度 几 上 式 等 号 成 立 ， 
这 种 利用 测度 A" (也 可 以 用 “填充 ?的 类 似 的 方法 ) 的 精细 理 
论 的 处 理 方法 在 数学 上 是 很 精巧 的 ,而 且 从 几何 性 质 , 比如 从 测 
度 的 多 重 分 形 特性 与 到 低 维 子 空间 的 射影 及 交 的 关系 看 来 ,这 种 
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处 理 方式 似乎 是 多 重 分 形 理论 的 最 合理 的 形式 ， 

在 一 些 特殊 情形 中 ,多 重 分 形 谱 经 常 是 难于 估计 和 难于 处 理 
AY. 人们 可 能 希望 通过 * 计 盒 * 去 计算 粗 线条 谱 太 ,例如 RU 
是 平面 内 动力 系统 吸引 子 的 驻 留 测度 ,通过 对 属于 每 个 网 正方 
形 4 的 初始 点 x 的 迭代 点 所 占 比 例 的 计算 , 可 以 用 来 估计 满足 
%,Slogu(A)/logr<%,,, 的 正方 形 的 个 数 , Hd O<a<- co, 
对 不 同 的 > 考察 这 种 “直方 图 能 研究 出 N,(x+6) 一 N,(x 一 8) 服从 
的 宪 定 律 的 状况 ,因而 估计 出 f(2)。 然 而 ,这 种 “直方 图 方法 ” 
往往 是 计算 缓慢 且 又 难于 处 理 的 ， 

一 般 来 说 , 在 确定 多 重 分 形 谱 的 经 验 中 , Aa ER 
令 人 满意 的 。 这 就 是 利用 勒 让 德 变换 : 对 不 同 的 g 和 > 估计 和 矩 和 
式 (11.15) 并 考察 关于 + 的 塞 定律 状况 ,以 式 (11.18) 和 (11.19) 一 样 
的 方式 求 出 h(lq) 。B 的 勒 让 德 变换 给 出 了 的 勒 让 德 谱 C), 由 
于 有 较 充分 的 理由 , 这 个 谱 经 常 被 认为 就 是 粗 线条 谱 , 通常 算法 
比 直方 图 法 更 易于 数值 处 理 。 但 是 ,尽管 如 此 , 多 重 分 形 谱 的 实 
际 计算 仍然 是 困难 重重 的 ， 


11.2 HUME NS BABA 

本 节 将 计算 2.2 节 导 出 的 自 相 似 测度 的 多 重 分 形 谱 。 做 此 事 
并 不 只 是 因为 自 相似 测度 本 身 是 重要 的 ,同时 也 因为 下 面 叙 述 的 
方法 也 是 许多 类 型 的 测度 的 多 重 分 形 的 计算 模式 。 自 相似 测度 具 
有 民 好 的 性 状 , 因此 上 一 节 导 出 的 各 种 多 重 分 形 谱 对 自 相 似 测度 
来 说 都 是 相等 的 ， 

设 4 是 由 带 有 概率 p,,…,p RAE rr, AI R' 上 的 具有 
相似 性 的 概率 IFS 定义 的 自 相似 测度 . (其 中 p >0, H: $, p,= 1); 
于 是 对 任意 集 4, 人 满足 


(A)=) pp(F-1(A)) (11.26) 
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见 式 (2.43)- (2.45). Bt E = spth Æ IFS{F, t, F) 的 吸引 子 . 
设 强 分 离 条 件 成 立 , 即 对 任意 Zj, FE) NFE) => AER 
完全 不 连通 的 ， 
回顾 通常 的 记号 ,= {C7 i): 1 Si Sm}, vais ¥ FM (i,,°°*5%,) 
缩写 成 1. X AL RIES AS , HLXHE RE, F,(X)CX, 如 果 14), 
F(X)N F=} . (k X= E BIT ), 3g 


X, = X a= Fee F(X) (11.27) 

为 方便 起 见 , 设 |XI=1, 所 以 对 i= (iii) | 
[X= = rr Tr (11.28) 
及 H(X) = p, = P Pa Pa (11.29) 


PDR EITC) dim, £,, 它 是 辅助 函数 p BY Hh 
让 德 变换 。 给 定 实数 9, EX B= B(q) 是 满足 下 式 的 正 数 


> pyfo=1 (11.30) 
易 见 B: 民 一 好 是 满足 | 
jim B@)= œ, lim BQq)=— © (11.31) 


IEFATA H AR GAOT RT SK 1.30) 求 导 两 次 , 即 
f3 0= È p'r ro( LE logr,+ (logp,+ aE logri) 
PV B È q 的 凸 函 数 。 设 对 所 有 的 i= 1 em jlogp/logr, 不 全 一 
FE , 则 六 是 严格 凸 的 : 设 从 此 往 后 都 时 这 种 情形 以 和 只 免 退化 的 情 
形 出 现 ， 以 /表示 的 勒 让 德 变换 , 并 由 下 式 给 出 : 

| s= inf ee (11.32) 
则 f: [min Ama] > R, Hep —4,, Cmax Fe COPA AY B 的 渐 
近 线 的 斜率 。 因 为 有 是 严格 凸 的 ， ata 定 的 x, 式 (11.32) 中 
的 最 小 值 在 唯一 的 点 9=4q(?) 达 到 ， 由 微分 法 知 极 值 点 发 生 在 
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ar: 
g= dq (11.33) 
所 以 
/=xg+(q)= -4.3 +B) (11.34) 


FEPUR GER, PERRE (yin, Umax) 中 的 任何 一 个 已 经 
给 定 , 则 其 它 两 个 可 由 式 (11.30) 及 (11.33) 确定 ,特别 ， 通过 对 
式 (11 30) 求 导 ,可 得 


«=i Pir loge, (11.35) 

Da pir, logr, 

考察 上 式 , 可 以 看 出 | 
Ynin = Min logp, /logr, » Xmax = max logp, /logr, (11.36) 


分 别 对 应 于 q 趋 于 ce 和 --ce 的 情形 ， 
从 勒 让 德 变换 的 几何 性 质 , 易 见 /在 [xm ,wmx] 上 是 连续 
的 ,而 且 , WR m PX {logp,/logr}", 是 全 不 相同 的 , 则 f(x) 
=/(%max ) = 0 ， 见 练习 11.2。 对 式 (11.34) 求 导 , 并 利用 式 (11.33) 
可 得 | 
$F oy 4d 44, dB dg (11.37) 


因为 x 增加 时 gq 是 下 降 的 ,所 以 /是 x 的 凸 函数 ， 
有 一 些 特殊 的 4 值 特别 令 人 感 兴趣 , 如 果 g =0， HARUL 
30) 及 IFS 的 吸引 子 sptu 的 维 数 公 式 (2.42), 可 知 5(g) = 
dimasptA=dimsspt4。 而 且 , 由 式 (11.37) 知 ,q =0 对 应 着 了 (9%) 
的 最 大 值 , 因此 dim,sptu=dim,sptu=max,f(2) , 
当 4 一 1 式 (11.30) 意味 着 h(q)=0, 所 以 由 式 (11.34) 知 Fa) 
=% EENG —*)=q—-1=0, FA HRS 位 于 直线 /=a 
之 下 , 并且 恰 好 与 之 相 切 在 对 应 gq=1 HR. HERB 
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出 #(1)=f(2(1))=dim,# =dim,# (有关 测度 维 数 的 定义 见 式 (10.8) 
和 (10.9)), 典 型 的 自 相 似 测度 的 h(q) MSO 的 主要 特性 表示 在 
图 11.2 上 .， 
我 们 的 主要 目的 是 证 明 & 的 豪 斯 道夫 及 填充 谱 由 Bg) 的 勤 
让 德 变换 式 (11.32) 得 到 , BURT xe [xu ,Xmor ]， 
o ROLOS (11.38) 
这 里 E, 是 由 式 (11.2) 表示 的 具有 局 部 维 数 x 的 点 的 集合 ,而 
fi(@)=dim,E, , £(*)=dim,£, . 
对 实数 gq A B, ic m 
® (4,8) = 2 pr (11.39) 
B(q) 由 中 (q,B(q))=1 定义, 见 式 (11.30)。 还 需要 下 面 的 (q,8(g)) 
附近 的 由 的 估计 : 


引 理 11.3 
对 任意 E>0 及 充分 小 的 9 >O, 
d@(g+6.6(9)+(-x+86)<1 (11.40) 
及 和 (I 一 0.8(g)+(xz+86)< 1 (11.41) 


证 明 回顾 一 下 df/dq = 一 %, 所 以 如 果 6 充分 小 ， 

B(q + 9) = B(q)— 25 +0(0") <B(q)+(-4+8)5 , 
因为 @(q +08 +5))=1, 且 OMEHBITERET RY , 所 
以 式 (11.40) 成 立 , 不 等 式 (11.41) 可 以 由 类 似 的 证 明 得 出 。 口 


为 了 证 明 式 (11.38), 考虑 集中 在 E, 上 的 测度 Y, 考 察 当 r 一 0 

时 ,VB(x,r)) 服从 的 短 定 律 的 状况 , 然后 可 以 根据 命题 2.3 求 出 E, 
AERC XIR ENI qE RR B= B), Espte 上 定义 概率 测度 v: 

V (Xaa) (Papa PC Tr (1.42) 

并 按 通常 的 方法 将 它 延 拓 成 波 雷 尔 测度 , 图 11.3 是 关于 此 种 测 

度 的 一 个 例子 。 综 合式 (11.28)、(11.29), 对 iel, 这 里 给 出 了 量化 
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XX 的 三 种 方法 : XI =r HX) = Pv (XD = pir (11.43) 


| (b) | 
11.2 典型 的 自 相似 测度 的 多 重 分 形 函 数 的 形式 . (a) a) 曲线 ; 
(b)“ 多 重 分 形 谱 ”/ (x)=dimnE,, CE P(g) 的 勒 让 德 变换 


对 xe sptH X O 为 包含 x HY SE k KEE Xi, 下面 将 
TEX, (x) RER B(x,r) 之 间 来 回 考虑 ， X EIX, (x)| 5 r 可 比较 的 。 
特别 , 对 任意 
im PEABO. sa KHR im OBAO a (1.44) 


r= 0 logr ~ log|X,(x)| 
见 练习 11.3 
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11.3 ”支撑 在 Sierpinski 三 角形 上 的 自 相似 测度 n 这 个 三 角形 是 利用 概 

Æ p=0.8,p，=0.05,p;3=0.15 构造 出 来 的 ,x 具有 局 部 维 数 x=0.6( 对 应 于 a= 

1.4)， 而 集中 在 集 E 上 的 进行 分 析 的 测度 y 是 具有 概率 0.896,0.018, 和 0.086 的 
自 相 似 测 度 , 由 它 得 出 dimuE,=/x) = 1.138 


* 
` dè 


命题 11.4 
q, b, 2 及 foo EFTE ,而 P ZMA .42) 定义 的 测度 , 则 
@) v(E,)= 1 
(b) 对 任意 xs E, , 当 r 一 0 时 , logv(B(x,r))/logr 一 f(2). 
WER 给 定 E>0, 则 对 任意 0>0, 利用 式 (11.43) 及 利用 多 项 展开 
R, 
v{x: HXO ZIX OF 


=v {xi 1 SAXO IXA} 
< [uroo 


| (11.45) 
= F AKIXI A) 


— g+ò pr(e-2)d 
= > Ps ri 


tel, 
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m k 
_ È prego) 


=[O(q+6, B +(e- x)ô)]' (11.46) 
其 中 中 由 式 (11.39) 定义 。 选 取 O 充分 小 并 利用 式 (11.40), 即 
得 
Vix: U(X X) 2 XOOF TY < | (11.47) 
其 中 ?< 1 HSk DK. 于 是 


v(x: FETE k >k, BE KOD > 1X Ir} SE's 下 
即 对 v- 几 乎 所 有 的 x o 
lim inf logu(X,(x))/log| X(x) >72- e 
因为 对 任意 5>0, 上 式 都 成 立 , 即 得 下 面 不 等 式 中 的 左边 的 不 等 式 : 
x Slim inf logu(X,(x))/loglX.(x)| 


<lim sup log#(X,(x))/log|X, (x) 
<x 


利用 式 (11.41) 估计 v{x: XOSA, 用 同样 的 方法 可 以 
得 到 上 式 的 右边 不 等 式 。 再 利用 式 (11.44), 即 知 对 v- 几乎 所 有 
的 x, 
lim log#(B(x,r))/logr = limlogH(X,(x))/log|X,@)|=% ; 
因为 Y 是 概率 测度 ,所 以 YE.)=1 . 
为 证 明 (b) 注意 到 由 式 (11.43) 


Jogy y BAXO plogiXOOF a 
logix,| f Texo + Togix,y (48) 
所 以 对 任意 xs E，. 利用 式 (11.34), 当 大 一 co 时 
-Beo) —> qitp=f (11.49) 


log] X.(x)| 
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因为 在 式 (11.44) 中 用 v 取 代 4 结 论 仍 成 立 ,所 以 (b) 得 证 =O 


由 此 容易 得 到 关于 自 相 似 测度 的 多 重 分 形 谱 的 主要 结论 ， 


定理 11.5 
i H 是 如 上 所 述 的 自 相 似 测 度 , 令 
E, = {x: limloge(B(x, Dogr- 9 
如 果 XE [Ain y Amar ] ， WE. =, MWR 2E[ Lain Sma], I 
dim,,£, =dim,£, =/(2) (11.50) 


即 K= LOE) 
证 明 由 式 (11.43) 


k 
logH(X,)/log| X= 2 logp,/È logr, 


FEP i=(i 所 以 由 式 (11.36) 知 对 任意 的 i logu(X)/log|X) 

E [%min , Xma], FÆ logk(X) /log|Xi| 可 能 的 极限 点 只 能 在 
[min p, max ] 上 ， 类 似 地 对 式 (11.44) 中 的 logu(B(x,r)) /logr 也 一 
FR. FED), IRAE [xu ,Xm J], 则 EE,= 昌 。 

如 果 LE (nin ,Xm ), 则 由 命题 11.4, 存在 集中 在 E. 上 的 测度 
”使 对 任意 的 xs E, ， lim logy (B(x,r))/logr=/(%), 所 以 由 命题 
2.3 即 知 式 (11.50) 成 立 . 而 对 2 = wm 及 2 二 Xs 的 情形 , 见 练 
习 11.5 . 口 


于 是 , 对 自 相 似 测度 E, 的 维 数 可 以 通过 先 找到 Aa), 再 做 
它 的 勒 让 德 变换 来 计算 . 图 11.4 显示 了 多 重 分 形 谱 的 一 个 具体 
例子 ， 

注意 到 可 以 考虑 用 

G,= {x: FE r, ~ 0, fi lim log#(B(x,r,))/logr,=*} (11.51) 
来 代替 E,, CEA & X loge(B(x,r))/logr 的 极限 点 的 x 的 集合 . 
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0 10 0 3.0 4.0 


11.4 ”显示 在 图 11.3 中 的 Sierpinski 三 角形 上 的 自 相似 测度 六 的 多 重 分 
形 谱 


TA E, CG., 所 以 由 定理 11.5,f(x) 是 G, 维 数 的 下 界 ; 事实 上 ,为 

证 明 /(X)= dim, G,=dim,G, 几乎 不 需要 再 做 更 多 的 计算 , 见 练习 

11.6. | : 

sptH 及 测度 & 的 维 数 可 以 容易 地 由 多 重 分 形 谱 求 出 ， 

命题 116 | 

设 上 是 如 上 所 述 的 自 相 似 测 度 ,将 x= x(g) 看 成 是 gq 的 函数 ， 

则 : E 

(a) SOQ E *=2(0) 取 到 它 的 最 大 值 , A S(2)) =dim,spty 
=dim,sptH ， 

(b) €01) =x(1)=dim, 4 =dim,4 . 

证 明 注意 到 (a) 及 1x(D))=x(G) 是 式 (11.37) 的 直接 推论 。， 对 测 

度 的 维 数 , 如 果 q= 1, 则 从 式 (11.30) 知 B=0, 所 以 由 式 (11.42) 知 

测度 " 等同 于 4。 而 由 命题 11.4 知 WE. )=1 及 对 任意 的 xeE。， 

dim,,,4(x)=lim log # (B(x,r))/logr=f@(1)), 所 以 由 式 (10,8) 和 (10. 

9) 的 测度 维 数 的 定义 , 即 知 (b) Rr. 口 
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下 面 要 证 明 , 如 果 Xx(0), 由 式 (11.32) 给 出 的 自 相 似 测度 的 
粗 线条 谱 也 等 于 f(%)， 


命题 11.7 
设 上 是 如 上 所 述 的 自 相似 测度 , 则 对 任意 a, 


fc(%) Zf(%) (11.52) 
而 如 果 %=x(q), 则 上 式 等 号 成 立 , XE q0. | 
证 明 首先 注意 到 , 由 定理 11.5 及 引 理 11.1 知 , jz) = 大 (< | 
SOS £(%), 这 里 的 粗 线 条 谱 由 式 (11.9) 及 (11.10) BM. 
为 证 明 相反 的 不 等 式 , 设 d 是 i#j 的 XX 与 X 的 最 小 间隔 ， 
W a=2Vn ld, 给 定 r<a '|Xl, 又 设 JEE |X, sar HAM 
H(i) 序列 组 成 的 集合 。 如 果 te J, 
aC on < IX = r, Sar (11.53) 
其 中 c= min,cien7 ,注意 到 的 每 个 点 正好 落 在 一 个 ieJ 的 X 
集中 , 且 对 不 同 的 i, jeJ,X, 与 X, 的 间隔 至 少 为 ard =2Vnr ， 
iq 20, H b,x 及 /分 别 对 应 于 式 (11.30),(11.33) 和 (11.34) 
所 给 定 的 值 。 反 复 进行 Livi ms =psr MRR, 可 得 等 式 
dite, prr=1, 利 用 这 个 等 式 及 式 (11.53),(11.54), W 
Hi ley :u(X) >a” XP} =H (iE. 1 Sapir 


<a")! pir” 
les 
一 a"), pirfr 人 
ieJ. 
S (AC min) 7 -© (11.54) 


每 个 r- 网 立方 体 的 直径 是 Vnr , 它 最 多 与 一 个 te J 的 多 , 集 相交 ， 
WMR N (%) 按 式 (11.6) 定义 , 则 | 
N()=H{A: 4 是 + MAK, H u(A)2r} 
SH{ te J: u(X)2a~|X I 
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La” (aC pia) Or © 
所 以 对 充分 小 的 E 和 +, 存在 常数 c, 使 
N (x +8)— N(x—e) SN (4+ 8) Ser /er 
o 由 此 ,再 利用 式 (11.10) 及 j 的 连续 性 , EO SS), 于 是 式 
(11.52) 中 的 等 号 成 立 。 D 


对 上 面 定义 的 粗 线条 谱 , 它 的 性 状 并 不 能 保证 相对 于 q <0 
的 %, 式 (11.52) 中 的 等 号 成 立 。 问 题 在 于 这 种 情况 下 , 需要 估计 
满足 0<k(4)<r 的 r- 网 立方 体 4 的 个 数 ,而 这 与 满足 HX) SIL 
的 可 比较 大 小 的 六 集 的 个 数 毫 无 相似 之 处 。 这 个 困难 可 以 通过 
对 式 (11.6) 定义 的 N.(x) 按 下 面 的 方法 重新 定义 来 克服 : 即 把 
Ng 定义 为 立方 体 让 与 4 个 数 的 总 和 AP A 是 满足 A)r 
的 >- 网 立方 体 ,而 A 是 与 4 具有 相同 中 心 , 边 长 为 4 边 长 一 半 
HMA’) > OR PTA, 通过 这 样 定 义 NN,(x), 对 由 式 (11.9) 和 (11. 
10) 定义 的 粗 线条 谱 , 按 命 题 11.7 的 论证 方法 , 可 以 将 式 (11.52) 
的 等 式 延 拓 到 所 有 的 > 。 

11.3 Æ cookie- cutter 集 上 的 Gibbs 测 度 

的 多 重 分 形 分 析 

用 相当 类 似 于 上 一 节 的 分 析 方 法 , 可 以 计算 支撑 在 4.1 节 导 
出 的 cookie — cutter 集 的 Gibbs 测度 的 多 重 分 形 谱 。 这 又 是 热力 
学 形式 体系 能 把 自 相 似 集 的 理论 延 拓 到 非 线性 情形 的 一 个 实例 . 

设 f:X> XERE 4.1 节 描 述 的 形式 的 cookie 一 cutter 系统 ， 
HX BRAK , mS: X 一 XX 具有 由 F, 和 F, 组 成 的 两 个 
分 支 。 用 通常 的 方法 标记 和 迭代 集 Fo OF (OS XX, HM E 
FH 5.3 证 明 ,cookie 一 cutter 吸引 子 五 的 维 数 dim,E 可 以 通过 压 
JAF P, 由 满足 P( 一 sloglf |)=0 的 数 s 得 出 。 回 顾 一 下 ,压力 


nT De X BE k 增长 的 指数 增长 速度 而 这 里 也 得 到 了 由 E 
支撑 的 Gibbs 测度 的 多 重 分 形 谱 的 一 个 与 压力 类 似 的 公式 : BIE 
此 情形 下 ,用 压力 去 估计 Dire XUY 的 增长 速度 。 

Ku BSC 函数 oX > RAEN E EM Gibbs 测度 , iz 
由 具有 的 压力 为 0, 则 由 式 (5.6), 对 任意 iel Rx EX, , 

AX) > exp(S, dx)) (11.55) 
HESPER OSX) OE 中 的 压力 非 零 , 则 可 以 用 中- P@ 
RE 中 而 p- 的 压力 为 零 ,上 且 有 相同 的 Gibbs 测度 )。 又 
设 对 任意 xe Xx, 

d(x) <0 (11.56) 
这 就 保证 了 满足 式 (11.55) 的 K(X) 保持 有 界 。 

在 11.2 节 中 , 对 自 相 似 测度 ,通过 要 求 DO" eX) X= 1 定义 
Bb(q), 这 意味 着 对 任意 k, La AXDI = 1。 而 这 里 , 则 是 利用 压 
A MB =B(q) 使 它 满足 

2 CO 汉 (11.57) 
对 其 它 任意 的 8， REET O 或 cc。 由 式 (4.16) 
— (4.18), 对 任意 xEX 
|X| <exp(—(S,logif1)(x)) (11.58) 
所 以 结合 式 (11.55), 条 件 (11.57) 变 成 
Lexp(S,(— Blogi/i+4P\(x)) 1 
BMP el, (x) eX。 由 式 (5.5), 这 是 通过 
P(- B(g)logifi+ 4p) =0 (11.59) 
完成 了 对 Bq) 的 定义 ,其 中 尸 是 是 压力 函数 为 看 清 式 (11.59) 是 
定义 了 唯一 的 B, 注意 到 函数 : 

(q,.B) > P(~ Blogi +a p). (11.60) 
对 8 Al q 是 严格 递减 且 又 连续 的 ; 这 可 以 如 引 理 5.2 一 样 地 验证 ， 
注意 到 存在 mm, <0, Os EER X 中 的 任意 x , 

—log|f (x), P(x) Sm, 
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再 一 次 如 引 理 5.2 一 样 , 对 任意 q 
jim P(- log 1+4 p) =F œ% 
可 以 得 出 结论 :g 一 P 是 连续 的 , 且 是 严格 递减 的 ,并且 
lim B(q)= œ ， lim B(q)= 一 oo 
Ay DIE 8 Ba BCI. 60) 是 凸 的 ( 见 练习 11.11), 即 它 的 图 是 
凸 曲面 。 因 此 4 一 f(q) 是 凸 函 数 ( 它 的 图 是 上 述 曲 面 与 平面 P= 
0 的 截 线 )。 同样 也 可 以 证 明太 是 可 微 的 (虽然 这 相当 困难 ), 并 
确实 是 gq 的 实 解析 函数 。 因 此 有 的 整个 形式 与 图 11.1 表示 的 自 
相似 测度 的 谱 非常 相似 。 为 避免 对 退化 情形 的 分 析 , 再 一 次 假设 
p 是 严格 凸 的 。 
-为 求 出 集 
E,= {x: lim logHu(B(x,r))/logr =x} 
的 维 数 , 再 一 次 考察 勒 让 德 变 换 
SO) =. {Bq)+ g2} 
IEA (11.33)— (11.34) 的 自 相 似 情 形 一 样 
dp 


f)=B@)+qx ， 其 中 t= — 9 (11.61) 


Ef: (%nin, %max ] 一 RU{f0} 是 连续 的 凹 函 数 .而 且 g=0 及 qg=1 
这 两 个 数值 与 自 相似 情形 有 同样 的 含义 ， 

证 明 f(x)=dimuE,=dim,E., 与 11.2 节 中 介绍 的 自 相 似 测度 的 
情形 非常 相似 , 关键 的 一 步 也 是 引出 一 个 与 式 (11.42) BY, 集 
中 在 E, 上 的 测度 v; 然而 , 这 里 需要 的 测度 自然 是 Gibbs 测度 ， 

于 是 , 对 给 定 的 q, 定义 8.x 及/ 如上, 令 v 是 函数 一 Ploglf/ 
+94 中 的 Gibbs 测度 。 因 为 有 是 定义 成 使 这 个 函数 压力 为 零 ,所 
以 由 式 (5.6), 对 任意 ie 1,,kKEZ* BR xeX,, 

v(X) x exp(— B(S log f(x) + lS, D). 
利用 式 (11.55) 及 (11.58), 即 得 | 
W(X) X |X U(X) (11.62) 
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对 xe spth, 记 X,(x) HAT x HX... 8, HA 43 的 结论 ， 
用 自 相似 测度 情形 一 样 的 方法 , 在 XX,(x) 和 B(x,r) 之 间 来 回 考虑 ， 
HF IXO 是 与 > 可 比较 的 。 于 是 , 可 以 得 到 : 
. logH(B(x,r logH(X,(x)) _ 
in Bs 2 =0 当 且 仅 当 Jim Gor = 
下 面 是 类 似 于 引 理 11.3 的 有 关 压 力 的 性 质 。 


æ (11.63) 


引 理 11.8 
对 任意 se>0 及 任意 充分 小 的 6, 
P(—(B(q) +€- 2)5)logif 1+ (q+ 5h) <1 
H P(- (B(q) + (E+2ôogi f'1+ (q -5) h) <1 
证 明 见 式 (11.6D ,给 出 -GÉ = 一 %, 以 下 的 证 明 几乎 与 引 再 11.3 
的 证 明 完全 一 样 。 O 


命题 11.9 

b,x 和 J 是 通过 4 定义 的 ,而 v 如 上 所 述 , 则 

(a) v(E,)=1, 

(b) 对 任意 x€ E, 4 r> 0 时, logv(B(x,r))/logr >f (2%). 
证 明 Zee &>0, 与 式 (11.45) 的 证 明 一 样 ,但 这 里 利用 的 是 式 (11. 
62), 对 任意 9>0, 利用 式 (11.62),(11.55),(11.58) 及 式 (5.5) 压力 的 
定义 , 可 得 

Vix: UX DIX; 9 
SE HADIA) 
PAC. DD. 
Sey (11.64) 
HP y= P(— (B+ (€—*)o)logi {1+ (q +8) p), McHe Hk 
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R. Bai 11.8 知 对 充分 小 的 O, ?<1。 所 以 由 式 (11.64) 知 (a) 
成 立 ,这 与 命题 11.4 的 (a) 是 由 式 (11.47) 得 出 的 完全 一 样 。 
由 式 (11.62), (XCO) UXIA, 所 以 ,对 xE E,, 
Toate an OogH(X, (x 
a+b 
利用 式 (11.63), 首先 可 以 得 到 (b) X} u 成 立 ， EEA Y ae 口 


命题 11.10 


设 上 是 如 上 所 述 的 对 应 于 中 的 Gibbs 测度 , 则 对 
E,= {x: lim log # (B(x,r))/logr = 2} 
成 立 等 式 : dim,E,=dim,E, =f) , 只 要 xe (Gan, Uae). 
证 明 与 定理 11.5 的 证 明 一 样 , AA VEE, 上 的 测度 及 命题 11.9 
的 (a) 和 (b), 由 命题 2.3 即 知 上 面 的 等 式 成 立 。 ” 口 


注意 命题 11.6 中 关于 gq =0 或 4=1 的 含义 一 样 适用 于 Gibbs 
测度 的 情形 

11.4 注 记 与 参考 文献 

已 有 许多 关于 多 重 分 形 的 著作 , 并 且 对 许多 特殊 的 测度 计算 
出 了 相应 的 多 重 分 形 谱 。 目 前 能 做 的 也 只 是 下 面 所 叙述 的 , 可 以 
从 这 些 有 关 的 文献 中 找到 进一步 的 细节 。 

从 分 形 的 观点 研究 测度 的 思想 包含 在 Mandelbrot (1975, 
1982) 的 论文 中 ,Frisch 和 Parisi(1985) 以 及 Halsey 等 人 (1986) 
把 勒 让 德 变换 引进 了 多 重 分 形 分 析 。Falconer(FG),Feder(1988)， 
Evertsz 及 Mandelbrot (1992) 和 Tél(1988) 在 令 人 满意 的 水 平 
上 描述 了 多 重 分 形 的 各 种 不 同 的 处 理 方法 。 有 关 多 重 分 形 的 基本 
文献 目录 可 以 在 Olsen(1994) 的 著作 中 找到 。 Brown 等 人 (1992) 及 
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Olsen(1995) 给 出 了 对 多 重 分 形 理 论 , 包括 式 (11.24) MAEM 
类 型 的 测度 ,以 及 不 同类 型 谱 的 关系 的 详细 又 严格 的 处 理 方法 。 
Riedi(1995) 给 出 了 对 粗 线条 理论 的 细致 的 处 理 ， 

Cawley 和 Mauldin(1992) 分析 了 自 相 似 测度 , 而 Edgar 和 
Mauldin(1992) 把 它 延 拓 到 测度 的 定 癌 图 的 构造 上 。Rand(1989) 
给 出 了 cookie-cutter 集 上 测度 的 多 重 分 形 谱 ,Lopes(1989) W 
究 了 在 复 平面 上 有 理 映 射 的 不 变 测 度 。King(1995) 和 Olsen(1996) 
考虑 了 自 仿 射 测度 ,而 Mandelbrot 和 Riedi(1995) 考虑 了 由 无 穷 
”多 个 相似 变换 组 成 的 IFS 构造 的 自 相似 测度 。Falconer 和 O'Neil 
(1996) 导出 了 向 量 值 的 多 重 分 形 测度 。 

自然 存在 着 自 相似 测度 的 随机 版 本 , 在 这 其 中 自 相 似 比 及 测 
度 分 割 的 比 在 每 次 细 分 中 都 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 在 这 种 情 
况 下 , B 函数 是 由 指数 方程 E(2.1, PRI )=1 定义 .( 其 中 PAL R, 
都 是 以 统计 自 相 似 测度 和 结构 的 几何 性 质 为 基础 的 随机 变量 ,) 
且 随 机 测度 的 几乎 必然 的 多 重 分 形 谱 是 由 有 的 勒 让 德 变 换 给 出 ， 

Mandelbrot(1974),Kahane 和 Peyriere(1976),Olsen(1994)( 他 还 
考虑 了 定向 图 测度 的 随机 版 本 ) 及 Arbeiter 和 Patzschke(1996) 
等 考虑 了 这 样 的 测度 。 其 中 Arbeiter 及 Patzschke 是 在 相当 弱 的 
分 离 条 件 下 考虑 的 (这 关系 到 非 随 机 情形 的 开 集 条 件 )。 

还 有 许多 研究 测度 的 多 重 分 形 性 状 的 其 它 方法 , 例如, 由 
Hentschel 和 Procaccia(1983) A d,=B(q)/q—1 定义 的 广义 维 数 
经 常 被 研究 , 其 中 在 粗 线条 情形 B 是 由 式 (11.18) 和 (11.19) 给 出 ， 
而 在 精细 情形 是 由 式 (11.23) 给 出 .( 由 14 -1 规范 保证 了 对 任意 
4, 一 个 均匀 分 布 在 n 维 空 间 的 开 区 域 的 测度 都 满足 d,=n ,), 测 
度 的 多 重 分 形 的 性 质 也 经 常 被 表示 成 它 们 的 傅立叶 变换 的 形式 ， 
见 Strichartz(1993), 和 它们 的 小 波 变 换 形 式 , 见 Holschneider 
(1995), 

多 重 分 形 性 质 的 许多 方面 刚刚 开始 被 理解 ， 比如 负 维 数 的 解 
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释 可 参见 Mandelbrot(1991) 的 文章 ， 而 多 重 分 形 严 格 的 几何 性 
质 , 比如 它们 在 射影 、 截 集 、 乘 积 之 下 的 性 质 , 可 看 Olsen (1996) 
的 文章 . 


练习 

11.1 求 出 Ng)=e MBL KM, 

11.2 对 由 式 (11.26) 或 (11.29) 定义 的 自 相 似 测 度 ,证明 p(q) 的 
图 到 原点 的 双重 渐 近 性 : to RK {log P/logg,\", 全 部 不 相 
F) , MS (nin) = AE) =0. 

11.3 对 满足 强 分 离 条 件 的 自 相 似 测度 直接 验证 式 (11.44) | 
(注意 关于 式 (11.63) 的 cookie 一 cutter 测度 的 更 一 般 的 结果 可 
以 容易 地 由 系 4.3 推出 ) 

11.4 利用 强大 数 定律 , 按 命题 10.4 的 证 明 思 路 构造 一 个 对 命 
题 11.4 的 证 明 ， 

11.5。” 当 %=%ws ， 证 明 式 (11.50) 成 立 .( 提示 : 取 接近 Xn， 
并 注意 到 用 “如 果 对 任意 x, logue (B(x,r)) flogr<s, A 
lim log v(B(x,r))/logr < f(x)” RAF AH 11.4 中 的 (b) ， 命 是 
11.4 仍 成 立 。 | 

11.6 及 是 式 (11.26) 或 (1 1.29) 定义 的 自 相 似 测 度 , 而 Gs 由 式 (11.51) 
定义 ， 证 明 : dim,G,=(). GF: W Di tX < 
den Xu (XE P=: tel, AUXI.) 

11.7 RMERAGAZPRER Mur == 1) LER 
方式 定义 的 自 相似 测度 , 它 是 把 测度 按 了:p，, 的 比例 反复 
细 分 到 康 东 集 的 左右 两 部 分 而 得 到 的 ,其 中 p,+p,=1， 
KEG) 的 表达 式 ,并 因此 用 参数 9g 表示 出 9 和 了， 

11.8 RUHR PORTAL HAMUMMEA, 它 是 由 把 测度 按 
PiP 的 比例 反复 细 分 到 比例 为 省 和 二 的 两 个 子 区 间 
上 而 得 到 的 。 求 出 Bq) 的 明确 的 表达 式 。 


条 R 

11.9 RYURR LM ARMA, R >R RRE TAAR, 
ZXR 上 的 象 测度 ?满足 Y4)=HAg (A), EW S(O 
式 (11.4) 定义 ) tv 和 上 是 相同 的 。 (提示 :参考 练习 
10.1), 

11.10 RU, 4, SR LHAARR SAAS FIRMA, TNX v=, 
+ Hy Ef (2)=max{fi(2), OREP S, fafi D 
Xy, HA EMMA. 并 证 明 在 x 不 为 零 的 范围 内 , 
LOT- ZNÁ), | 

11.11 证 明 式 (11.60) 定义 了 一 个 二 元 变量 (q, 有 ) HGHK,(R 
示 :利用 微分 证 明 压 力 的 定义 和 式 对 任意 大 是 本 的 ， 然 后 
取 上 ->co 时 的 极限 .) 。 
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分 形 几何 可 以 通过 许多 方式 与 微分 方程 理论 相互 影响 ， 例 如 ， 
微分 方程 的 解 可 以 逼近 分 形 吸引 子 , 或 者 , 可 以 期 望 寻找 出 具有 
分 形 边界 的 区 域 上 的 解 ,或 者 这 个 区 域 本 身 就 是 分 形 ， 

本 章 沦 及 分 形 几何 和 微分 方程 之 间 的 这 种 有 吸引 力 的 相互 作 
用 。 当 然 ,就 这 个 内 容 本 身 很 容易 就 可 以 写成 一 本 书 ,但 在 这 里 ， 
仅仅 对 论述 这 个 课题 做 点 尝试 , 并 且 就 很 少 几 个 特殊 的 情况 指出 
一 些 基本 的 思想 。 在 这 个 领域 的 数学 问题 经 常 是 很 复杂 的 ; 在 这 
里 , 一般 不 给 出 完整 的 证 明 , 并 且 省 略 掉 许 多 技术 细节 ， 例如， 
对 微分 方程 的 解 本 应 该 在 适当 的 函数 或 分 布 空间 认真 地 研究 ( 事 
实 上 、 应 证 明 它 的 存在 性 ). 


12.1 吸引 子 的 维 数 

在 这 一 节 中 ,介绍 估计 动力 系统 和 微分 方程 的 吸引 子 ( 它们 
通常 是 分 形 ) 的 维 数 的 方法 。 这 种 寻找 维 数 上 界 的 方法 已 经 广泛 
地 应 用 到 各 种 不 同 的 系统 . 包括 许多 关于 物理 的 基本 偏 微分 方程 ， 
这 使 我 们 能 洞察 吸引 子 的 性 质 。 这 里 , 可 以 比 阐述 基本 估计 做 得 
更 多 一 些 , 并且 可 以 说 明 它 在 一 些 简单 情形 中 的 作用 . 

这 方面 的 基本 思想 是 简单 的 , 设 XERE, Sf X> xR 
的 ,考虑 紧 不 变 集 EcX 即 1(E)=E。 如 果 上 的 邻 域 U 在 点 迭代 
MERE, 即 E= NL. (U) 在 这 个 意义 下 , 集 E 通常 是 系 
统 的 吸引 子 。 豪 斯 道夫 测度 和 维 数 是 通过 覆盖 E 的 小 集合 族 {U} 
的 和 式 DU, 来 定义 的 ,然而 ,由 于 EE 的 不 变性 ,如果 {UY 覆盖 
E, 则 对 每 个 k= 1,2,…, 覆盖 的 迭代 {f'(U)} 也 同样 覆盖 E， 把 集 
了 (U) 分 割 成 合适 的 小 块 通常 仍 给 出 E 的 覆盖 ,而 这 种 覆盖 比 奈 
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始 的 覆盖 能 给 出 豪 斯 道夫 测度 和 维 数 的 更 精确 的 界 .我 们 通过 / 
的 导数 来 估计 广 (U,) 的 大 小 和 形状 , 而 这 种 导数 可 以 几何 地 看 成 
是 对 了 的 局 部 近似 的 仿 射 映射 。 
首先 , 考虑 线性 映射 (我 们 最 终 可 以 取 这 个 映射 为 导数 ) 是 如 
何 把 球 变 成 椭 贺 ， 设 L:R" 一 R 是 线性 的 , 定义 奇异 值 (DAL) 
2 Ba (L)> 0 为 椭 球 LL(B) 的 (相互 牌 直 ) 主 半 轴 的 长 度 , 其 中 
B 为 RR" 中 的 单位 球 , 见 图 12.1 . 等 价 地 ,%(L) 是 L*L 的 特征 值 
的 正 的 平方 根 . 这 里 L* 是 世 的 转 置 矩阵 。 


L(B) 


图 12.! 线性 映射 工 的 奇异 值 


对 0< 和 s 和 mn, 定义 奇异 值 函数 
WO 全) 二 (六 Xi 和 (12.1) 
其 中 m 是 使 m 一 1<ssm 的 整数 , 则 o (L) 是 s 的 连续 函数 , A 
XPT AE m—-1<s<m 的 s 值 , 当 %(L)>1 Wf O(L) 是 递增 的 ,而 
44 (L)< 1,0 (L) 是 递减 的 。 注意 到 如 果 m 是 整数 , 则 wo (L) 是 
取 遍 所 有 RR" 中 的 m 维 圆 盘 D 时 ,A(L(D))/A"(D) 的 最 大 值 , 其 中 
了 是 m HEEG TEKI m ERR, FER œo (L) SIL XE l || 
是 民 中 的 欧 几 里 得 范 数 , E o(L)=jdetL], 这 里 det 表示 行列 式 ， 
可 以 证 明 ( 见 练习 12.17) w, 对 每 个 s 是 半 可 乘 的 ， MAER 
的 线性 映射 L,, L, 
O(L,L,) So (LEL) (12.2) 
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维 数 的 计算 依赖 于 用 小 集合 对 近似 于 椭 球 的 小 球 的 覆盖 图 . 


5l 理 12.1 

设 4 是 具有 半 轴 长 度 为 B,>B, 之 … 的 椭 球 , 则 对 m= 1,2,…， 
存在 一 个 集合 最 多 为 1-1B.B,…P,_,B-m“-， 个 ,每 个 集 的 直 和 名 最 
多 为 (mm +3) 了 B, 的 A 的 覆盖 ， 


证 明 注意 到 对 j=1,2,…m 一 1,4 的 第 j 个 主轴 长 为 2B, 最 多 能 
用 48/8 -1 个 相互 距离 为 及 ,的 垂直 于 第 j 个 主轴 的 相互 平行 的 超 
平面 切割 A, 见 图 12.2。 这 些 超 平面 最 多 能 将 4 切割 成 (48,/B,) 
(4B,1B,)…(4B,_1/B,) 个 小 块 ,每 一 小 块 在 第 j 个 主轴 上 的 投影 的 
长 度 最 多 为 B., j= 1,2,…,m 一 1。 而 且 ,如 果 VERAF m- | 
个 主轴 的 子 空间 , 则 上 述 每 一 个 小 块 到 了 的 射影 包含 在 半径 为 1， 
的 球 内 .因此 每 一 小 块 的 直径 最 多 为 [(m 一 1)B2 + (28017 = 
(m+3)78,, SBE. O 


图 12.2 SRB 
EXER 中 的 开 集 , 且 f: XX 一 XX 连续 可 导 , 设 E 是 X 的 紧 
不 变 子 集 使 得 1(E)=E。 我 们 的 目的 就 是 想 通 过 有 关 /的 参数 来 
估计 的 豪 斯 道夫 维 数 ,假定 /在 ELE- KT Hh, EI SEX 
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的 导数 是 一 个 线性 映射 /(x): R — RY, HPE | 
lim fo) -A-S 0- y- x= (12.3) 
并 对 任意 的 xeE Ba . 

在 下 面 的 证 明 中 , 用 小 球 B, 覆盖 E, EEFE S (B) 粗略 地 是 
具有 半 轴 长 度 为 方 1Blx(k/(Co) 的 椭 球 ,其 中 x 是 BAYER. A 
据 引 理 12.1 的 方法 覆盖 每 一 个 这 样 的 椭 球 , 就 得 到 对 不 变 集 
E =/*(E) 的 一 个 精确 的 覆盖 , 见 图 12.3 

定义 

©, = supw(f(x)) < co (12.4) 
其 中 @() 是 由 式 (12.1) 定义 的 奇异 值 函数 ， 


定理 12.2 
i /如 上 所 述 , 是 fay KEE, MR 0<s<n,w,<1, 则 


dim,ESs , 


证 明 im BRE m—-1<s<m HER, S a=2(m+3)7, VB 
k 是 充分 大 的 整数 ,使 对 任意 xe E, 
w: <min{(2a) 4 "a ’) (12.5) 
则 利用 链条 法 则 式 (12.2) 和 (12.4) 
oFY ON)= OSY xpos (fx) o- o FO) 


Sof DSE o Nso (12.6) 
注意 到 由 式 (12.1) 和 (12.5), 这 意味 着 
Xf I EO) OO < Qa)! (12.7) 


因为 /在 E 上 一 致 可 导 , 所 以 广 也 一 样 在 ££ 上 一 致 可 导 。 于 是 存 
在 1。>0, 使 得 任意 的 0<r<r 及 xE E, Rf (B(x,r) 包含 在 半 轴 
的 长 度 分 别 为 rA (x)),2r2,(Y "(x))… 的 椭 球 内 。 BEBE ry FE 
分 小 , 使 得 对 任意 xe E,B(x,r,)cX， 由 引 理 12.1, 可 以 用 半径 最 
BH rat (YO, 个 数 最 多 为 
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12.3 ”对 在 映射 了 下 的 不 变 集 EN dim, E 的 估计 :(a) BARAS E KE 
计 维 数 ;(b) 圆 盘 在 /的 映射 下 (更 一 般 地 用 产 映射 ) RESALE ;(c) SME a 
切 成 合适 的 方形 小 片 成 为 三 的 覆盖 , 由 此 得 到 维 数 的 更 好 的 估计 
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Anta YOD An GS YODA YC)" (12.8) 
AS BY SBE SSE ABER. 对 0<ssr , 设 {U BER O- BR 
(如 式 (2.7) 所 定义 ), 可 以 假定 每 个 U, 与 E 都 相交 。 则 对 每 个 i 
存在 球 心 为 XE E, 半径 为 u 的 球 B, 使 U,cB, .对 直径 最 多 为 
U lax (CIOS 方 UIS A CHARO.) 的 集 {U DAR 
(12.8), 
fE NUDEf'E N B) UU, , 
使 得 
LUES SVC) 2, CIDA YC)? ， 
X (IU, lax (0°) OD) 
= |U 4 o YO) 
<4" a UFOS U 
上 面 还 用 到 了 式 (12.1) 和 (12.5)， 于 是 
E=f' (E SUSENUEU,U;, , 
其 中 对 任意 ij, P IU FSE UF A U < 4 5 5。 即 得 对 任意 的 
0 <T, , FẸ, (E) < HKE), 这 意味 着 WIE) o, 即 dim, E< 
3 。 D` 


对 dim, E 的 估计 , 有 一 种 解释 方法 , 记 x 三 oo, , 则 至 少 
在 一 种 “合理 的 一 致 性 ”的 情形 下 , %, 反 映 了 % (tx)) 的 第 i 个 奇异 
值 ,通过 x 表示 w,= 1, 则 由 定理 12.2, 可 以 得 到 
dim,,E<(m — 1) + (),")'log%)/llog2, , | (12.9) 
其 中 m 是 使 "log%,<0 的 最 小 整数 ， | 
定理 12.2 还 可 以 有 许多 改进 , 例如 把 定理 应 用 到 注意 到 
广 (E)=E, 类 似 的 处 理 可 以 得 到 dim, E 的 界 . 
尽管 对 的 估计 经 常 需 要 大 量 的 计算 和 努力 ,定理 12.2 及 
其 各 种 不 同 的 变化 形式 已 经 被 用 来 估计 各 种 各 样 的 动力 系统 及 微 
分 方程 的 吸引 子 的 维 数 ， 在 所 有 的 日 益 增 多 的 应 用 中 ,下面 只 给 
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出 三 个 例子 ,来 说 明 这 种 方法 是 如 何 应 用 的 。 
Henon 吸引 子 
考虑 Hénon 映射 S: R 一 R, APH: 
f(x,y)=(y + 1—ax’, bx) (12.10) 
则 对 任意 的 (x,y),f 的 雅 可 比 行列 式 的 值 为 b, PFU EBT RA, 
它 都 以 常数 因子 b 压缩 面积 Henon 映射 是 在 坐标 变化 的 范围 
内 ,具有 上 述 性 质 的 最 一 般 的 二 次 映射 , OL FG13.4 4, 
一 般 选 择 a=1.4 和 b=0.3 这 样 的 值 进行 研究 ,f 有 吸引 子 E, 
巨 的 局 部 看 起 来 象 是 康 托 集 与 一 般 线 段 的 乘积 集 , WL 12.4, RX 
为 顶点 是 
(1.32,0.133),(— 1.33,0.42),(— 1.06, — 0.5) 和 (1.245, — 0.14) 
的 四 边 形 区 域 , 可 以 直接 验证 Oe X RE SRS 
E=N; ‘OO4H ,E 带 有 的 精细 结构 是 由 于 了 的 迭代 过 程 中 反 
复 拉 伸 和 折 笃 的 结果 . 
igu=(xyeR, SHER SU): 型 一 及 可 以 表 成 矩阵 : 
广 (四 = (r 1 | 
在 这 种 二 维 的 情形 里 ,w%, 和 0%, 是 容易 计算 的 ,对 a=1.4,b=0.3 
及 u=(x,y)EX, | | 
w (f U= = 4a + 1 +b? <3.868 
o,(f (u))= |detf(u)| =| — b| =0.3 
FÆ, Xt 1<s <2, 利用 式 (12.1) 
o (f Uu) =o (SU) olu) 3.8687 X 0.3 
如 果 s=1.53, 上 式 右 边 小 于 1, 因 此 ,由 定理 12.2,dim,E 和 1.53 。 
数值 计算 的 结果 表明 dim, E~ 1.26, 上 面 的 估计 是 合理 的 。 
它 是 由 对 任意 的 uE X, 取 最 差 的 OC Ga) 的 值 而 导出 的 近似 
站 本 节 剩 余 的 部 分 在 第 一 次 阅读 时 可 以 略 过 . 
下 面 两 个 例子 涉及 到 由 微分 方程 定义 的 连续 动力 系统 的 吸引 
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-J.4 


12.4 Henon 吸引 子 ， 条 状 的 分 形 结构 显示 在 放大 了 的 
正方 形 中 | 
子 ,需要 一 些 更 一 般 的 理论 来 估计 无 穷 小 线段 ,无穷 小 平行 四 边 
形 及 无 穷 小 平行 六 面体 是 如 何在 一 些 系 统 下 演化 的 ， 
设 g:R > RY 是 充分 可 微 的 ， 比如 说 是 C? 中 的 函数 ,考虑 全 
上 的 自治 初始 值 问题 
 @=gulo) (>0) (12.11) 
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u(0)=u, (12.12) 
于 是 u(t) eR 表示 在 此 系统 下 运动 的 粒子 在 时 刻 上 的 位 置 ,在 0 
时 刻 ,这 个 质点 处 于 u。。 写 成 f(u,)=u(t) 是 有 用 的 , 此 时 ， 
三 员 一 民 是 确定 的 。 这 里 , 在 时 刻 R 中 的 每 个 点 都 在 运动 ， 
把 这 种 情况 看 成 是 在 RB 上 定义 一 个 “ 流 "u, 一 f{(u,)， 在 这 里 的 应 
FAP, f( 对 合适 的 起 到 了 前 面 的 定理 中 /的 作用 。 在 这 个 记号 
下 , 式 (12.11) 成 为 : 


fu)) (12.13) 


在 这 样 的 流 中 , 研究 无 穷 小 向 量 , 或 者 更 一 般 地 ,研究 m 维 
体积 元 的 演化 。 对 20, uoE R 和 se< 届 ,定义 (根据 充分 可 微 性 ) 
£0) =f'(u0)e (12.14) 
其 中 一 撤 表 示 对 空间 变量 的 导数 , 对 小 的 e, 
Ec(t)= fu0)es = f(u, + Es)—f.(uo) 
Prva C(t) 可 以 看 成 在 流 f 的 携带 之 下 ,初始 时 刻 位 于 wu BM 
č = 6(0) 开始 的 向 量 元 的 演化 , 见 图 12.5(a)， 假定 微分 次 序 可 以 交 
换 并 利用 式 (12.13) 


sz (t)= N 


_(4 
7 (4 fu) 


= (gU(u)e) 
= g'u) © f'(u,)é 
= 9 (fue (12.15) 
方程 (12.15) 称 为 系统 的 第 一 变 分 方程 
下 面 考虑 无 穷 小 m 维 体积 元 的 变化 (图 12.5(b). 对 m 个 向 
HE Ee RIB IE AGA AE | WHEE, 定义 的 
m 维 平行 六 面体 的 m 维 体积 ( 利用 这 个 符号 是 因为 这 个 体积 是 外 
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FREA AG, 的 模 , 虽然 本 书 的 主要 处 理 方法 都 尽量 避免 涉及 外 
代数 ). 把 6,(D),6,(2)… 作为 取 分 别 为 (0)、&,(0)… 由 式 (12.14) 
得 出 的 无 穷 小 向 量 , WEA A EO 是 从 初始 时 刻 :=0, 位 于 
uo KIH È, $，,… 张 成 的 m 维 无 穷 小 平行 六 面体 演化 成 的 m 维 无 穷 
小 平行 六 面体 的 m 维 体积 ,现在 , 要 把 第 一 变 分 方程 推广 成 关于 
EDA A EO 的 微分 方程 ， 


B) =F’ (ug & O 


5(0) 


Ho 


-a a ow y 


EO “ 


. 1 
一 一 fá) (e 


j 
£ (0) 


Mo 50 
(b) 
图 12.5 (a) HRS, 之 下 无 办 小 向 量 5 čo) BRE 
(b) 在 流 /之 下 无 穷 小 矩形 的 演化 “ 


用 <,> 表示 通常 的 到 上 的 数量 积 em sR 

的 迹 是 由 
Tr(L)=),\.,<Le,,e, > 
定义 的 ,其 中 (e,e-…) ERT FALE FREE RE. RARE 
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-不 依赖 于 标准 正 交 基 的 选择 ; 并 且 如 果 世 表 成 关于 标准 正 交 基 的 
ERE, 则 Tr (L) EA EN AACR ZA. 
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无 穷 小 平行 六 面体 的 m 维 体积 的 变化 速率 为 : 
L, DAA DIEE AE (DITr(g'(fu) o Q(t)) (12.16) 
其 中 0。(D: R' 一 "是 到 an 人 ORR € (tj 的 垂直 射影 .于 是 对 


t>0 
(DA…AE IEA AE oye) Tr(g'(fu,) o 0,())dt 
(12.17) 


证 明 梗 概 


BSCR S = S(t) (i=1,…,m) 是 标准 正 交 的 (为 简单 起 见 ,这 
里 考虑 了 与 t 无 关 的 情形 ) 利用 式 (12.15), Eee KE t+ ôt], h 
无 穷 小 问 量 61,… ,< 展 成 的 立方 体 上 映射 成 由 č, +g (u) č st, 
… ,十 g'(fu)<,51 展 成 的 平行 六 面体 , 对 立方 体 的 m 维 体积 变化 
的 第 一 部 分 是 在 “, 的 方向 上 ,由 每 个 如 增加 的 分 量 引起 的 ， 于 是 ， 
对 5t 部 分 , 新 的 平行 六 面体 的 体积 正好 等 于 由 

Si(1+ <g (fu)e st, E >) En + <g (fuo)s ot 6,>) 
展 成 的 长 方 体 的 体积 , 而 这 个 体积 恰好 为 : 
1+ dt.” <g'(fu,)é,€,>+0(5t’)= 1+ dt Tr@(fu,) o0,) +o(dr), 
与 初始 的 体积 | 和 A…Asl= 1 比较 ， 知道 如 果 & 77,6, 是 标准 正 
交 的 , 则 式 (12.16) RZ. 

WR V ER AY m FET SIE], LER 上 的 线性 映射 ,对 任意 


«2 span {EI En) 表示 为 向 量 组 (0), Ent) 张 成 的 子 空间 ,下 同 ， 
”一 主 者 注 。 
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的 上 中 的 区 域 A, L(A) HY m 维 体积 与 4 的 体积 比值 不 变 。 因此， 
PRIA g 在 由 Sé, EMEA 小 平行 六 面体 的 体积 上 的 尺度 效 
应 只 依赖 于 由 6,,… ,<, 张 成 的 空间 , 而 不 依赖 于 张 成 空间 的 向 量 的 
不 同 选择 。 a, 如 果 假设 "5, 是 标准 正 交 的 并 不 会 失去 它 
的 一 般 性 , 所 以 对 一 般 情形 , 式 (12.16) 也 是 成 立 的 ， 

方程 (12.16) 是 一 阶 线性 常 微分 方程 ， BROT SLR 
(12.17) , g 


TEE SARERR KREK, 注意 到 对 线性 映射 
L:R—R 和 有 m=1,2… | 

©, (L)=sup,,...neslL(S,)A--A LČ) : ~ (12. t8) 
其 中 Be RRR, LERI LE) LE) & LO 的 
m 个 最 长 的 主 半 轴 时 ,由 LE) LE) 定义 的 平行 六 面体 的 m 
维 体 积 最 大 。 | Oo 


命题 124 
在 上 面 的 符号 下 


Of (u) < ,Sup ,exp | Trig’ fu.) o Q dT (i2. 19) 
其 中 Q(t) 是 到 span{fe(oD…,<(D] MERE 。 
证 明 由 式 (12.18) 和 式 (12.14) 
On (UDE SUP JE (UNEA AL UIE 


oo Prone HA “AE, O 


1(0),--- be (O)ERB 


因为 sup le,(0)A …As.(0)|= 1, 所 以 由 式 (12.17) 知 式 (12.19) 


《0) ea 


成 立 。 口 
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可 利用 命题 12.4 去 估计 %,, 再 通过 定理 12.2 给 出 许多 微分 
方程 吸引 子 维 数 的 合理 的 上 界 ， 


BRAR IF 


洛 伦 效 方程 近似 地 描述 了 从 下 面 加 热 时 , 二 维 平面 层 的 液体 
形成 圆 简 形 对 流 的 状况 ( 见 FG13.5 节 )。 通 过 选择 合适 的 原点 ， 
这 个 方程 可 表 成 : 

x =5(y—x) 
y=-Ox-y-xz (12,20) 
z=xy—bz—b(r+o) 
这 里 x 是 圆柱 的 旋转 速度 ,y 是 对 应 的 圆柱 里 外 两 边 的 温差 , z 表 
示 铅 垂 线 方向 的 温度 变化 率 , 而 变量 上 的 点 “.” 表 示 对 时 间 的 导 
数 .“ 正 常数 6,b 和 r+ 分 别 表示 液体 的 Prandtl 数 ( 它 由 液体 的 烙 
禹 度 及 导热 性 决定 )。 液 面 的 宽度 与 高 度 的 比值 , 及 系统 的 底部 
与 顶部 的 温差 , 在 这 里 取 o>b +1, 洛 伦 效 指 出 , 当 
5= 10， b=, r=28 (12. 21) 
HEA MEA AR’ RRIF, 轨道 似乎 是 以 一 种 随意 的 
方式 弹跳 在 两 翼 之 间 ( 见 图 12.6) 
把 w=(x,y,z): 民 一 RB 视 为 时 间 的 函数 ， 由 式 (12 20), 并 利用 


5> 1 及 通常 的 二 次 表达 式 的 最 大 估计 ， 


>< lup =xx+ pptz2 


2 
= — 0x? — y’ — bz -bz(r+0) 
一 (2 +y + 2°)—(b — 1)? -bz(r +o) 
. b(rtay 
一 2 十 
ul + -F 


d 2a% b*(r+oy 
因此 J; (lu (t) e JS 0 1) e” 
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两 边 同 时 积分 , 可 得 
b?(r+a)? 


MOPS uOe + ES (1 一 的 
特别 | | 
| lim supļu(t)| < 26. (12.22) 
其 中 P, = b(r+o)/4(b —1)'” 


于 是 , 当 上 充分 大 时 ,ult) 接近 或 者 在 球 B(0,2p,) 的 内 部 , 这 意味 
者 在 解 的 轨道 中 , 有 一 个 (最 大 的 ) 紧 不 变 集 EcB(0,2p ), 满足 
对 所 有 的 (20, LE=E, ii fu, 是 使 0)= 思 的 解 u(t) . 带 有 式 
(12.21) 列 出 的 参数 值 的 集 EE 是 如 图 12.6 的 洛 伦 兹 吸引 子 。 


12.6 o=10, b=8/3 及 r=28 时 的 洛 伦 兹 吸引 子 , 螺旋 形 的 
轨道 旋转 成 两 < 机 "并 从 一 边 * 跳 "到 另 一 边 


可 以 利用 命题 12.4 去 估计 上 较 大 时 的 o, u) 和 ©,(fu,), BE 
而 应 用 定理 12.2, 估计 E 的 维 数 。 把 式 (12.20) MY ù =g(u), 其 
H u=(x, y, 2), 则 导数 g'(u): R —> Ri 可 以 表 为 矩阵 : 


—O oO 0 
g'(u)= EC 一 -x ) 
y 
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于 是 ,对 任意 的 1 和 u。，Tr(g《fuo))= 一 (0 +b 二 1)( 表 示 的 是 常 
数值 的 压缩 速率 ), 而 OQ, (t) 是 恒 等 的 ,所 以 由 式 (12.19) 


o,(f (u,))<exp(—( +b + 1)2) (12.23) 
为 估计 %,, 把 g'u) 写成 
g'(u)=L, +L, +L, (12.24) 
其 中 线性 映射 La La L, 分 别 是 
ro 0 ON. | 0 7 0 | 
L=( 0 -l 0 | L=(-2 0 -x ) 
0 0 —b 0 x 0 


于 是 , 如果 0, 表示 在 某 个 二 维 子 空间 的 射影 则 Tr(L, o Q,) 
一 b 一 1( 因 为 o>bt+1) 和 Tr(L,o 0,)=0 (因为 反对 称 映 射 的 
迹 为 0) 。 对 L, ROLO 表示 到 span{6,(1),$,(t)} 的 垂直 射影 , 而 
D,,0,,0, 是 R 的 标准 正 交 基 使 得 span {v,,v,} =Q, (0) R°), 记 
v= (X,y,,2), 因 K XX) OY Y) (ZZZ) 也 是 标准 正 交 , 则 
Tr(L, o Q,(t)) =< L,v,,0,) + (L,v,,0,) 
= ZX y, + yx,2,— 2x, y, + px,z, 
= 2X), — YX;2, | 
根据 由 算术 一 几何 不 等 式 而 得 出 的 哥 西 不 等 式 
Tr(L, ° Q) S Ix lt 23) e + yy) 
<> EHHA +y 
<> lul 
利用 式 (12.22), 对 给 定 的 O> 0, 如 果 上 充分 大 


Tr(L, 0 Q) SP+ > 6 
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于 是 对 这 样 的 t, 分 解 式 (12.24) 给 出 


Tr(g’(flu,)) e QD) < -b —1+p,+ 


所 以 由 式 (12.19), 对 充分 大 的 也 倘若 一 b 一 1+ Pp,>0, 则 : 
wW,(f(u)) <exp((— b — 1+ p,+6)t) (12.25) 
由 式 (12.1),(12.23) 和 (12. 25), 对 任意 u EE 及 充分 大 的 1, 如 
R 2<s<3, J 
(OCF (u)) =9,(f (u)) O(f(u))? 
—Sexp((3-s)(—b —1+9,+9)t—(s—2)(6+b+1)t) 
<exp((s— 2)(— p,-G—-9)+(p,-b—1+6))t 。 
于 是 ， 如 果 (s 一 2)<(po 一 b 一 1)/(Po+0), 可 以 看 出 ,当选 择 的 6 充分 
小 , 则 对 充分 大 的 t，@%,=sup, .O.(f'(u,))<1, 由 定理 12.2， 
dim,£ <2+(P,-b-1)/(p, +9) | (12.26) 
其 中 p,=b(r+o)/4(b—1)'” , 
代入 对 洛 伦 兹 吸引 子 通 常用 的 参数 值 (12. 21), 可 得 
dim, E<2.539 , 

可 以 改进 以 上 的 计算 并 得 出 更 好 的 估计 , 精确 的 数值 计算 表 
明 真 正 的 维 数 大 约 等 于 2.05. 

”类似 的 方法 也 可 以 用 来 研究 某 些 其 他 微分 方程 的 自治 系统 的 
空间 吸引 子 。 

这 个 基本 的 方法 可 以 推广 , 用 来 估计 某 些 空间 一 时 间 变 量 的 
偏 微 分 方程 的 函数 吸引 子 的 维 数 。 此 时 , 把 对 XxeDcR" 及 上 >0 
` 的 方程 的 解 u(x,t) 看 成 是 R 的 函数 空间 中 的 一 个 点 u(.,!), 然 后 去 
求 这 样 的 解 在 1->co 时 的 极限 点 所 组 成 的 函数 集合 的 维 数 . 下 面 
及 不 的 是 把 这 种 方法 应 FEED AE REELS 程 的 情形 ， 


反应 扩散 方程 | | 
设 D ER 中 的 有 光滑 边界 OD 的 有 界 开 区 域 ,p 是 首 项 系数 
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为 正 数 的 奇数 阶 多 项 式 , 固定 >0, 考 谍 反 应 扩散 方程 
Ou 


FTE 一 EV2 +p(u)=0 xED, t20 (12.27) 
的 解 u(x,t), 这 个 方程 的 边界 条 件 是 : | 
u(xt}=0, xeEedD,t20 (12.28) 
已 始 条 件 是 : 
u(x,0)=u,(x) xéED (42.29) 


方程 (12.27) 是 众所周知 的 Allen 一 cahn 方程 ,并 已 应 用 在 相 
变 模 型 中 。 为 把 上 面 阐述 的 方法 应 用 到 这 个 方程 的 解 上 , 用 具有 
普通 内 积 (w , 0.) = fox) n(x) dx iD 上 的 二 次 可 积 函 数 空间 
一 升 尔 伯 特 空间 妃 取 代 员 ,把 方程 (12.27) — (12.29) 解 的 时 间 演 
化 看 成 是 H 中 的 流 。 于 是 , 记 fu.) 为 方程 在 上 时 刻 的 解 &(,,b， 
并 把 它 看 成 是 相应 于 初始 条 件 u( ,0)=4 的 .五 中 的 一 个 点 .在 
这 样 的 记号 下 ,方程 (12.27) 可 以 写成 式 (12.11) 的 形式 : 


SP O=gUul t) 
g(u)= Vu —p(u) 


其 中 dujdt 是 变量 为 1, 取 值 在 希 尔 伯 特 空间 的 函数 的 Fréchet 导 数 。 

可 以 证 明 , 对 每 个 WEH, 问题 (12.27) 一 (12.29) 有 满足 
f(u)=u(-,Q€H, HXT x Al t ERIE — fF u(x,t) FFA ul(.,t)e 
H, 这 里 H BARA HAAS EAA Fréchet 可 微 函 数 空间 。 

也 可 以 证 明 系 统 (12.27) 一 (12.29) 有 最 大 的 吸引 子 E, E 是 对 
任意 t>0, 使 f(E)=E 的 吾 的 紧 子 集 , 且 对 任意 uE H, 满足 当 
上 一 co 时 , 希 尔 伯 特 空间 距离 dist(f(40),E)- 一 0 。 

E 的 维 数 可 以 用 类 似 于 在 洛 伦 兹 吸引 子 中 用 过 的 方法 进行 佑 
th. 下 面 我 们 在 无 穷 维 空间 H 上 处 理 这 个 问题 , 然而 可 以 采用 在 
有 限 维 空间 中 同样 的 方法 , 对 s>0, 定义 所 中 的 线性 算 子 过 的 奇 
SHAS St RHE ea ae oL). MEH, 定理 12.2 仍然 成 立 ,这 只 需 对 


(12.30) 
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证 明 进行 很 小 的 修改 .与 前 面 做 的 一 样 ,为 得 到 《6 (1)=f"(u0)teH 
的 第 一 变 分 方程 , 可 以 考察 无 穷 小 癌 量 的 演化 情况 , 在 这 种 情形 
下 , 这 个 方程 是 : 
对 1>0, ČEH 


S g uD- p'u (12.31) 


ae ôD £,é(t)=0; ŒD E f(0)=¢ (12.32) 

(这 个 正式 的 论断 需要 在 适当 的 函数 空间 进行 论证 .。) 

利用 第 一 变 分 方程 可 以 考察 由 6 (De,(D 张 成 的 无 穷 小 
( 超 ) 平行 六 面体 的 演化 , 其 中 6(t) 是 由 s,(0)=6 eH 变化 而 得 的 
无 穷 小 向 量 。 定 义 希 尔 伯 特 空间 中 的 m 维 体积 及 定义 m 维 超 平 
行 六 面体 是 没 任何 问题 的 ,并 且 此 时 引 理 12.3 及 命题 12.4 与 有 
限 维 情形 一 样 也 是 成 立 的 。 

为 把 命题 12.4 应 用 到 和希 尔 伯 特 空间 情形 , 我 们 估计 
Tr(g(f.(u,) o@,(t), 其 中 O,(0 表示 在 空间 span{e (De (CD 
上 的 垂直 射影 。 固定 时 间 t, 设 mw,p… 是 豆 的 标准 正 交 基 , H 
WE spanfv, s v }=span{¢ (t), 6, (t)}= spang, (H. HA 
Xt t>0 和 任意 j, (OE H', 所 以 对 任意 j, v,eH'. W 

0 (Dp -f 如 果 j<m 
” ”lo 其 它 


所 以 ,对 jm, 利 用 式 (12.31) 
<g'(f(u,)) ° Qpr, v> = <g'Uf(u,))v, v> 


=€< Vv, v> ~ <p'(f(u,))v, v,> 


=8< Vy, v> -fo (f(u,))vidx 


因为 p 是 首 项 系数 为 正 的 奇数 阶 多 项 式 ， 所 以 存在 仅 依赖 于 p 的 
数 K 之 0, EXTER SER, p'(s)2—K, 于 是 ,由 vw 的 标准 正 交 性 ， 
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| aa- 1, 所 以 
<g(flu)) o Qa (0, 2> SE< Vo, v > +k 
因此 n 
Tr(9'(Mlu)) © Ql) =D. < g (KUD © QlDoss > 
<e D <V, o> tem (12.33) 
k 0<4 <A ED ER AASE EY — V 的 特征 值 
(Bf Vu+4u=0, HÆ OD 上 ,4=0), 则 对 任意 标准 正 交 问 量 
FFF vv, EH, w 
-È <V2y,0,> Fite, (12.34) 
(这 个 不 等 式 的 确定 是 由 于 
vA Av, > (—- Va )Av A Ag +t toAvA A(— Va m) 
EPJ H K m 重 外 积 上 的 (无 界 ) 自 伴随 变换 , 它 以 4 十 … 十 4n 
为 它 的 最 小 特征 值 )。 由 Weyl 定理 ( 见 式 (12.40)), 特征 值 的 渐 
i Sh AB JE A, ~ eg DY" I, BE BR A 2,4 44,3 
cL" (D) "m" JER c H c, 只 依赖 于 nu LOJE D EA ni 
勒 贝 格 测度 。 于 是 , 由 式 (12.33) 和 (12.34) 
Tr(g' (fu))o QMSE e ELD) “mm “+K (12.35) 
可 以 选择 整数 m 使 上 式 的 右边 是 负数 ,比如 说 小 于 -5 , 则 由 式 (12.19) 
CATACH) Ee” 
再 由 在 所 设 的 希 尔 伯 特 空间 中 仍然 成 立 的 定理 12.2 知 dim, E <m, 
这 里 5 是 系统 的 函数 吸引 子 ,让 式 (12.35) 的 右边 等 于 0, 得 
dimsE<1+ce-"k"? L (D) (12.36) 
其 中 c=ci" 只 依赖 于 二 和 D 的 形态 (事实 上 ,可 以 通过 对 V: 的 
特征 值 的 分 布 的 细致 分 析 , 而 相当 准确 地 选 出 c 值 ). 不 等 式 (12.36) 
清楚 地 表明 肖 数 吸引 子 的 维 数 取决 于 D 的 体积 , 偏 微分 方程 
(12.27) 中 的 常数 8 及 常数 ,而 x 值 很 显然 是 由 多 项 式 PHEN. 
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许多 其 他 微分 方程 的 沙 数 吸引 子 的 维 数 都 可 以 用 本 节 概 略 描 
述 的 方法 的 推广 进行 研究 , 例如 Navier 一 Stokes 方程 ,模式 系统 
方程 以 及 Schridinger FEA. RR S| SHAT AEA MS 
间 的 任何 点 开始 最 后 能 被 观察 到 的 不 变 的 状态 。 它 的 维 数 标示 了 
流 的 复杂 的 程度 ,并 且 可 以 看 成 是 用 来 描述 所 讨论 的 现象 中 间 院 程 
度 的 一 个 数据 . 


12.2 。” 带 有 分 形 边界 区 域 的 拉 普 拉 斯 特征 值 


iq DCR'(n>1) 是 以 OD 为 边界 的 有 界 开 区 域 (并 不 一 定 要 
求 D 是 连通 的 )。 考 虑 带 有 狄 利 克 莱 边 界 条 件 
u(x)=0 xE0D (12.37) 
的 D 上 的 特征 值 问题 
Viu=—Au (12.38) 
( 实 ) 特 征 值 0<%< 和 <…, 是 指使 得 方程 (12.38) 有 非 平凡 解 的 
那些 2, SCH LT LAE RCH WEEE BH D 上 的 ( n 维 ) 薄膜 
的 振动 主 频率 | 
定义 特征 值 计数 函数 : 
N(A)=H{k: 4 <i) (12.39) 
Ay OAT LRA 4, NÒ 的 性 状 , 龙 其 是 它 如 何 反 
映 出 D 的 边界 的 性 质 。Weyl 阐述 的 经 典 结 果 是 : 如 果 OD 是 充 
分 光滑 的 ， 则 当 n roo If 
N(4)~ ce LD "i? (12.40) 
其 中 c,=(27)"L"(B), BER 中 的 单位 球 , 户 表 示 闫 维 体积 。 而 
且 ,如 果 边 界 OD 是 充分 光滑 的 , 则 
N(4)=c LD)? +b LOD), 与 +0(4 T ) (12.41) 
其 中 b, 是 仅 依赖 于 n 的 常数 ,于 是 ,6D 的 “曲面 面积 "决定 了 
NG) 的 渐 近 展 式 的 第 二 项 ; 并 且 指 数 (n 一 1)/2 是 (光滑 ) 边界 维 
数 的 一 半 。 
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下 面 对 带 有 分 形 边界 的 区 域 去 寻求 类 似 于 式 (12.41) 的 表 
示 .特别 地 ,可 不 可 以 听 出 分 形 的 维 数 ?" 即 可 不 可 以 由 特征 值 的 
言 息 去 发 现 OD 的 维 数 ?其实 , 在 这 里 除了 可 以 说 明 边 界 的 维 数 
与 N 的 展开 式 的 第 二 项 经 党 有 联系 以 外 ， 几乎 不 能 再 多 做 些 
什么 ， 
先 考 虑 问题 (12.37) 一 (12.38) 的 一 维 版 本 , 因为 区 域 是 不 连通 
的 ,所 以 这 个 问题 也 不 是 那么 显然 的 ,但 因为 可 以 把 N(*) 表示 成 
确定 的 形式 , 所 以 间 题 也 还 是 比较 容易 处 理 的 。 利 用 3.2 节 的 记 
号 , 设 4c 民 是 有 界 闭 区 间 ,4,,4,，… 是 按 长 度 下 降 次 序 排列 的 开 
子 区 间 序 列 , 满足 
Al=È lA (12.42) 


NA en ee ewes 
人 NA 


图 2.7 在 康 托 集 的 补 集 上 的 两 个 拉 普 拉 斯 特征 函数 ， 它们 可 以 看 成 是 穿 过 
康 托 集 的 弦 的 共振 


下 面 在 区 域 D= UZA, 上 考虑 问题 ， 这 是 边界 为 . 
aD=A\U A (12.43) 
的 “前 切 集 ”, 已 经 在 命题 3.6 中 研究 了 6D 的 盒 维 数 . D 上 的 特 
征 值 问题 可 以 看 成 是 寻找 弦 的 共振 频率 问题 ,这些 弦 穿 过 和 集 4 


而 固定 在 OD 的 点 上 ,这 样 每 个 子 区 间 4, 上 的 弦 可 以 独立 振动 。 
FRED 上 


Jx = 一 加， 而 在 9D 上 u(O=0 (1244) 
的 方程 的 解 。 非 平凡 的 解 只 发 生 在 每 个 A, 区 间 的 共振 频率 
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A= (AKA (k= 1,2…) 上 , 式 (12.44) 有 频率 为 zk/|4i| 且 离 开 A, 
就 为 0 AY TEs HRC 图 12.7)。 利 用 式 (12.42)， WBA A, 区 闻 的 这 
些 特征 值 , 可 得 


NÒ =È HU: RAI < 


=X TAA] 

= yn A121 | 一 È {n7 l RAR 

= n- L'(D)4"?— J) (12.45) 
其 中 WA) = S {r ARAI (12.46) 


(这 里 用 | j 表 示 “ ee 4} 表示 分 数 部 分 ) 式 (12. 45) 的 第 一 
项 正好 是 n= 1 时 的 Weyl 表达 式 (12. 40); 下 面 证 明 在 一 定 的 条 件 
下 , 余 项 WORA É Brey 。 


命题 12.5 
设 D=Ucs4ic 只 按 上 面 方法 构造 , 令 
NO 人)=7 ev (12.47) 
则 (a) 如 果 存 在 0<s<1 合 41> i 则 当 i -> oo. 时， 
Wi) i” 
(b) 如 果 dim,0D =dim,0D=s, 其 中 0<s<1 W lim, logy 
(/ logs =s/2, 


证 明 A A> WA, Hk EM OR” |4i|>1 的 最 大 整数 ， 
由 (a) 中 的 假设 知 ,存在 与 4 无关 的 c>0, 使 

CM Sk Sch? " (12.48) 
利用 式 (12.46) | | 
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OS 


È aA AISG) <k +Ë m3 IA] 
i=k+1 fk 1 


于 是 存在 c,>0 使 
coh p iY) Sk + T _ ， 
因此 存在 c,>0 使 


ez’ kh echt ein k 
利用 用 “积分 试验 估计 ” 知 ae pe ER jw, 结合 式 (12.48) 即 得 
WA) A" 
(b) 出 % 3.8, 条件 dim,6D =s 意味 着 lim log|A /logi = 
一 1/s ， 所 以 对 任意 :>0, 对 充分 大 的 i ， 


i SAI" 
用 与 证 明 (a) 同样 的 程序 , 可 以 证 明 , 只 要 4 充分 大 ， 
jt- KES OET s(1+2)/2 . 口 


由 此 可 以 看 出 , 对 只 中 高 度 不 连通 的 区 域 ， N(4) 表达 式 的 第 
二 项 确实 依赖 于 边界 的 盒 维 数 。 

上 述 论断 可 以 进一步 发 展 ,例如 ,如 果 命 题 12.5 的 条 件 (a) 
加 强 为 14 ~ ci 订 呈 则 可 以 利用 数论 方法 对 (12. 46) BLE TT fi 
计 , 而 得 到 : 

VA)= Re (s) A? +00 由 (12.49) 

其 中 是 黎 曼 《- 函数 。 而 对 自 相 似 集 则 可 以 结合 第 7 章 的 更 新 
定理 的 估计 法 而 得 出 ， 设 OD 是 从 [0,1] 区 间 构 造 出 来 的 维 数 为 5 
的 自 相似 集 , 其 构造 的 第 一 步 是 由 长 度 为 mn，…r ,间隔 分 别 为 b,, 
,bi 的 m 个 区 间 组 成 。 倘 车 {logr7',…,logr-'} 是 非 算术 集 ， 
利用 系 7.3( 见 练习 12.5) 可 以 证 明 


|A| S jg” ( Dp) r logro ) (12,50) 
其 中 4, 是 OD 中 第 i 个 最 长 的 间隙 , 所 以 
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| W(2) -人 ofS r; joer 2" +0(4) (12.51) 

在 算术 的 情形 ，yY(O)=22p logi +04"), 其 中 总 是 周期 函数 . 
对 平面 区 域 D, 在 “充分 大 时 , 成 立 Weyl 估计 NA) ~ 

J 二 CD) ， 同 时 也 可 以 期 望 展开 式 的 第 二 项 再 次 反映 了 2D 
的 分 形 性 质 . 然而 在 平面 上 问题 要 复杂 得 多 ,因为 平面 上 的 一 
般 区 域 , 不 能 象 一 维 情形 一 样 分 解 成 可 以 看 成 彼此 无 关 的 部 分 . 
不 过 在 这 方面 已 有 一 些 进展 , ER 中 的 某 些 有 界 区域 D 上 , 式 


(12.37) — (12.38) EM MERE H TR 5e ôD. ENA 关 
可 夫 斯 基 维 数 联系 在 一 起 : 


dim opD =n —limlogL*(E,)/logr © (12. 52) 
假定 上 面 的 极限 存在 ， 其 中 EE, 是 由 下 式 定义 的 ÔD 内 ?一 邻 域 
E,={x€D: dist(x, ðD) Sr} (12.53) | 


见 国 12.8.( 内 闵可夫 斯 基 维 数 可 以 看 成 是 “ 单 边 盒 维 数 ”, 请 与 式 
(2.4) 一 (2.6) 比较 .) 


12.8 dD ROA r- SBR E, 
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大 部 分 平面 区 域 特征 值 计数 函数 的 估计 都 基于 直接 的 计算 ， 
这 在 正方 形 区 域 是 可 行 的 .对 边 为 a 的 正方 形 区 域 D 上 的 问题 :在 D 上 
Gu. + ou = 一 Ju; 在 60D E, u(xy)=0, (12.54) 
Xİ k, me Z*, 这 个 问题 的 特征 值 和 4=72(k?+m?)/a’, 相应 的 特征 阴 
数 具有 u(x, y)= Sin(k sx/a) sin(m7y/a) HER. 于 是 ， 对 边 为 a 
的 正方 形 ， 
= N(= = HI (k. m)EZ*X2Z*: ktm San 2A) 
即 在 &(0, az 4 内 整数 坐标 的 格子 点 个 数 , 0O, r) 表示 中 心 在 原 
点 ,半径 为 ”的 严格 正 的 四 分 之 一 圆 , 易 见 对 任意 +r>0 ， 
并 {Q(0 ,7) 内 的 格子 点 }= 0， 如 果 r<1， (12.55) 
和 
0<Q(0, 的 面积 一 #(0(0, 7) 中 的 格子 所 }<2r (12.56) 
见 练习 12.3. Fy a 的 正方 形 ， | 


NQ)= 7 ari- ye) (12.57) 
这 里 0<Y(A)<2an-14n | (12.58) 
而 对 A<Wq? W(A)= 本 aq27 -1 (12.59) 


(所 以 对 2<m2a-2 NOD=0 ) 

对 分 形 区 域 的 特征 值 计数 函数 的 估计 ,是 通过 对 无 穷 多 的 
相互 不 交 的 正方 形 系 列 , 利用 与 命题 12.5 同样 的 方法 得 到 的 ， 
例如 , 设 4, 是 边 长 为 a 的 开 正 方形 ,这 里 w>a>…, 并 设 D = 
Ui, A, ERR, AD EBA. WR, 1<s<2, 
则 dim,oD =s, 利用 与 证 明 命 是 12. 5 相同 的 程序 , 但 是 利用 式 (12. 
57) — (12.59), 可 得 


N(A)= L, rD) — (a) (12.60) 
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Hp yK. WRI QO, r) 中 的 格子 点 数 进行 更 精细 的 估 
计 , 则 可 以 找到 相当 接近 VA) 的 估计 。 而且, 如 果 正 方形 4,4 
排列 是 紧 重 在 一 起 , 相 邻 两 正方 形 的 小 间隙 的 宽度 急速 下 降 , 则 
上 述 的 估计 可 以 延 拓 到 某 些 连通 域 D 。 

可 以 将 这 种 思想 推广 到 更 一 般 的 区 域 上 而 找 出 N(7) 的 下 

Fo 定义 平面 区 域 的 边界 0D 的 上 内 闵可夫 斯 基 维 数 。 

| dim ðD =2-lim inf log £(E)/logr (12.61) 
RPE Æ 90D 的 内 7 一 邻 域 ， | 


命题 12.6 
K DCR 是 有 界 区 域 , s=dim,eD , 则 对 给 定 的 s> 0， 
N(A4) -7 n- L(D)A > -ZL (12.62) 
对 充分 大 的 RE. | | 


证 明 称 m,,m,e 乙 的 正方 形 (m,2™ (m,+1)2-*) x(n, 2" (m +D 
为 边 长 等 于 2" 的 ( 开 ) 二 元 正方 形 ， Xt D 进行 如 下 的 Whitney 
分 解 ,使 之 成 为 一 些 二 元 正方 形 。 设 S 是 包含 在 D 内 的 边 长 为 
2 ' 的 二 元 正方 形 之 并 ,S, 是 包含 在 D\5 的 边 长 为 2? 的 二 元 正方 
ZH. URES. 是 包含 在 DA UN'S 的 边 长 为 2-* 的 二 元 
正方 形 之 并 .于 是 正方 形 的 并 U*_,5, 是 从 内 部 很 好 地 逼近 D 的 
HOFF], HED = UZS, , 见 图 12.9 . 

XP k22, S, 的 每 个 正方 形 一 定 会 包含 在 内 邻 域 E asn, 
这 是 因为 如 果 S, 的 任 一 个 正方 形 不 在 E, 2*0+VI) A, 则 它 必然 包 
合 在 某 个 使 i<k HS, A, SERPS. FE, WE n ES H 
的 正方形 的 个 数 ， 利用 面积 的 关系 , 对 充分 大 的 k， 由 式 (12.61) 

n,2*<L (E,-« eyg) S29 
所 以 | 
n, <2ker9 (12.63) 
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12.9 ”把 区 域 分 成 二 元 正方 形 的 Whitney 分 解 , 利用 它 对 拉 普 拉 斯 
特征 值 的 渐 近 分 布 进行 估计 


如 果 问 题 (12.38) 满足 狄 利克 莱 条 件 (12.37), 则 关于 它 的 特征 
值 的 一 个 经 典 结 果 是 :* 所 在 区 域 越 大 , 它 的 特征 值 越 小 ”。 即 如 
采 D'cD, 则 对 k=1,2,…, D 的 第 k 个 特征 值 不 会 大 于 D' 相 应 的 
特征 值 .于 是 记 D,= Uk So FFA NG 及 N,(4) 分 别 表示 D 和 DD， 
的 特征 值 计 数 函 数 , 则 对 任意 k，N,(2)< N(2)。 由 于 D ERZ 
的 正方 形 之 并 , 象 前 面 一 样 , 可 以 通过 计算 每 个 组 成 D, 的 正方 
形 的 特征 值 而 得 出 N,(2), 利用 式 (12.56) 一 (12.58), 则 当 上 充分 大 
时 | 


k k ' 
NANDE -y 142m- > 2042, 
] -1 2 ‘ l “uN -2i an k -i 
=g LOD) -g m2 Yn, 
i=k+1 一 上 


‘ a 5 , 
> 1) dh pero apah gen 
4 . 4 i = 大 十 1 i=} 
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| > 下 天 ALD) — 6,42 ei 


其 中 ,与 大 无 关 。 给 定 2> 1, Wk 为 满足 2-'< 六 <2: 的 整数 ， 
则 


2*6- 1+e) 


N(A)z 4 RAL (D)— ej" 
由 此 得 出 不 等 式 (12.62) g | 


为 了 得 到 关于 “误差 *N(OD- F LDV 的 更 多 的 信息 ,这 
些 方法 已 得 到 了 进一步 的 发 展 。 比 如 狄 利克 莱 - 纽曼 划 界 方法 
用 来 证 明 这 个 误差 也 以 入 作为 渐 近 的 上 界 。 在 特殊 的 情况 , 利 
用 OD 的 几何 性 质 可 以 计算 出 2° 的 系数 , 这 给 出 了 NG) 的 带 有 
误差 02") 的 表达 式 。 这 个 工作 已 推广 到 对 任意 n21, DER 的 
区 域 上 , 同时 也 推广 到 其 它 椭圆 型 偏 微分 方程 的 特征 值 问 题 上 ， 


12.3 带 有 分 形 边 界 区 域 上 的 热 方程 


进入 或 传 出 某 区 域 的 热能 可 能 与 它 的 边界 的 分 形 性 质 有 关 ， 
下 面 考虑 在 平面 区 域 的 热传导 问题 ， 并 用 它 来 说 明 穿 过 边界 的 热 
流 是 如 何 与 边界 的 维 数 相 联系 的 

it DR 中 的 (有 界 开 ) 区 域 , 它 的 边界 是 0D， 设 初 始 时 刻 D 
区 域内 的 温度 都 为 0, 而 在 边界 OD 上 总 是 维持 恒定 的 单位 温度 ， 
热量 传 过 边界 , 使 这 个 区 域 受 热 , 并 扩散 到 整个 D 上 . (可 以 想象 
把 一 个 零度 的 物体 突然 放 进 恒温 烤箱 ), 我 们 希望 估计 出 D 如 何 
迅速 地 获得 热量 . 

形式 上 ,对 区 域 了 , 记 u(x,t) 为 点 xE D 在 时 刻 t>0 时 的 温 
BE V 是 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 由 满足 热 方程 : 


Vu (x,t) = 2i» (x,t), (ED, 1>0) (12.64) 
u (x,0)=0 (x €D) (12.65) 
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up(xX,t)=1 (xE ap, t>0) (12.66) 
这 里 初始 条 件 (12.65) 表示 初始 时 刻 D 上 的 温度 为 0, 边界 条 件 
(12.66) 表示 在 边界 维持 单位 温度 ,在 时 刻 :, D 上 的 全 部 热 容量 为 : 


h,(t)= | un(x,t)dx (12.67) 


令 人 感 兴趣 的 是 上 很 小 时 A, 的 状况 . 

对 有 光滑 边界 (如 C ) 的 平面 区 域 ， 很 长 时 间 以 来 就 已 了 解 ， 
当 t 一 0 时 

| h(t) = 2r pep (9D)+OU) (12.68) 

KE LERE. 上 面 的 估计 在 D 具有 多 边 形 边界 时 也 是 对 
的 .( 事 实 上 , 无 论 是 光滑 边界 或 多 边 形 边界 的 情形 ,通过 D 的 几 
何 性 质 ， CSP AR AWARE THAI" t 的 阶 ”)， 在 式 (12.68) 的 首 
项 中 的 指数 方 体现 了 DD 的 边界 的 特性 一 它 是 一 维 的 。 而 对 
分 形 边界 的 区 域 ， 一 般 情况 下 这 个 指数 比较 小 ， 这 正好 对 应 于 热 
流通 过 “ 较 大 ”的 边界 时 的 较 快 的 速度 . (在 气象 学 中 关系 到 穿 过 云 
层 得 到 或 失去 热量 的 问题 时 , 这 个 结果 也 是 成 立 的 ,因为 云层 可 
以 看 成 具有 分 形 边界 的 ) . | 

这 里 ， 将 证 明 边界 的 维 数 给 出 了 获得 的 热 的 上 界 ， 并 在 
von Koch 雪 疮 曲线 围 成 的 区 域 这 种 非常 特殊 的 情况 ,得 到 了 h(t) 
的 比较 清楚 的 状况 。 首先 需要 加 区 域 上 热 方程 的 解 的 界 ， 并 由 此 
可 以 导出 一 般 区 域 上 解 的 界 ， 


引 理 ”12.7 
Æ D = B(z, r) 情形 下 的 式 (12. 64)— (12.66) 的 解 ,满足 
Ug, (Z,t)<2e77"* : (12.69) 
其 中 B(z,r) 表示 圆心 在 *>， 半 径 为 > 的 圆 。 
证 明 ”函数 
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u(x,t) =(27t) i exp(— |x 一 (12.70) 


是 连续 的 , 容易 看 出 对 xeint BCz r)&t>0, Vy = Su , 并 且 对 
x Eint B(z,r), 4t—> on, u(x,t) > 0, mx xe T Bi, r) 及 
ft>0，u(x,t ) 之 1, (为 看 清 这 最 后 一 个 性 质 , 只 需 对 高 斯 核 进行 
积分 ,可 得 (270) 中 :exp( 一 |x 一 六 /4t)dy=2 ;用 RA\B(z,r) 取 
代 积 分 域 卫 ,对 边界 上 的 每 一 点 xe OB(x,r), 新 积分 域 包含 一 
个 半 平 面 ,至 少 保留 积分 值 2 的 一 半 。) 如 果 边 界 的 温度 增加 , 则 
由 于 热 方 程 的 解 得 出 的 B(x,r) 上 的 点 的 温度 不 会 减少 ， 故 对 
x € B(x, r), ug, p(x, t)Su(x,t) ， 所 以 | 


tno NS Qnty i exp (= Iz- WaDdy 


-of exp(— papdo= 2e” 7 (12.71) 


fer 


m 


ht 


R 128 


对 zeintD 及 1>0， 方 程 (12.64) — (12.66) 的 解 满足 
u (Z, th<2e7 ee D4 *(12.72) 
WEBA idr=d(z, ôD), WW Biz, r)cD. Xf x € B(z, r), Biz, r) 及 
D 这 两 个 区 域 上 的 热 方程 (12. 64) — (12.66) 的 解 满足 关系 : 
p(X, t)<u,, (X,t) 
(因为 B(z, r) 的 边界 维持 单位 温度 与 更 远 的 D 的 边界 上 维持 单 
位 温度 比 起 来 ,在 前 种 情形 下 ,B(z,7) 的 内 部 将 热 的 快 一 些 ,) 由 式 


* 式 (12.72) 中 ，d(z， ôD) 表示 ， z 与 6D 的 距离 ， 
一 译 者 注 ， 
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(12.69) , 
u p(z t)Su,,)(z,t)<2e7" LJ 


通过 ôD 的 上 内 闵可夫 斯 基 维 数 来 限定 D 的 热 容量 。 这 可 由 
式 (12.61) 得 出 . 
| dim, 0D=2— lim İnf log (E, Mlogr -© (12.73) 
其 中 马 是 0D BIR 7- ABIR. SS 


: 命题 12.9 


设 D 是 满足 dim,0D <s 的 平面 区 域 , 则 对 任意 1>0, 存在 数 c, 
使 


h,(D) Set" a (12.74) 
证 明 Hdim, ôD 的 定义 知 , 存在 常数 c, 使 对 任意 的 +>0， 
P(E) Ser 


利用 式 (12.72), 分 部 积分 然后 做 变换 u= rit, 
h (t) = |ue t )dz 


"42 A 
< 2| eA (52274C1 > 


-中 ed rE) S 
e r=0 l l 
= [26-7 LYE Io +e f re“ CE )dr 


a Oo 7 
- sarf re~” -sdr 
r=0 


. l . _ oo _ ` 
= ct 中 2 e u/4,! sdu 
2 r=0 
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即 式 (12.74) ik. O 


这 样 , 对 较 小 的 !, 6D 的 (内 闵可夫 斯 基 ) 维 数 给 出 了 D 的 热 
容量 的 一 个 上 界 。 而 在 许多 区 域 , 对 较 小 的 t, 这 个 热 容量 也 有 一 
个 同 数量 阶 的 下 界 , 所 以 

MOA a (12.75) 
这 里 s 是 OD 的 内 闵可夫 斯 基 维 数 ( 很 定 它 存在 )， | 

下 面 就 一 种 特殊 的 情形 证 明 上 面 的 结论 ,( 其 实在 相当 多 情形 
干 都 成 立 ), 这 种 情形 就 是 由 von Koch 雪花 曲线 为 边界 的 区 域 ( 由 
三 段 雪 花 曲线 首尾 相 接 )， 证 明 中 将 利用 边界 的 自 相似 性 写 出 热 
”容量 的 近代 关系 , 为 了 做 到 这 点 ,需要 热 方程 解 的 两 个 性 质 :第 
一 个 涉及 到 区 域 的 比例 性 质 , 而 第 二 个 关系 到 把 一 个 区 域 分 割 成 
子 区 域 的 问题 。 


BYE 12.10 

i D 是 一 个 区 域 ,而 D' 是 D 的 比例 因子 为 4 的 相似 区 域 ， 

则 
kh (t= zh (4% *t) 

证 明 可 以 设 D 和 了 "是 以 原点 为 相似 中 心 的 两 个 相似 形 ,相似 
比 为 4。 Muy , up 分 别 是 相对 于 区 域 D A D' 的 方程 (12.64) 
— (12.66) 的 解 。 由 微分 法 知 当 t>0, xe D' Ht, u (ix, 270) HR 
ke FA (12.64); xE OD'HY, u,(A'x, 47D = 1, 而 1=0 Btu, (4 'x, 
A-1)=0, FË u,(x,t)=u,(4-'x, 42) ,因此 


h,(t)= | ix 47)dx 
D . 


-| uly, L° Ddy =} h (it) 
5 | , 
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上 面 做 了 代 换 y= 7'x 0 


5R 1211 
RROD 由 多 角形 的 线 划分 成 如 图 12 10(a), o 的 子 xit 
D7, D, N) 


h (t)= RAG +O(t!?) (12.76) 


证 明 这 是 众所周知 的 “不 触及 边界 原理 ， 的 一 种 描述 方法 ， 它 表 
达 了 以 下 的 似乎 是 有 理 的 事实 :把 从 区 域 D 所 获得 的 热量 与 分 别 
考虑 每 个 也 ,所 获得 热量 的 和 进行 比较 , 其 误差 不 会 多 于 穿 过 多 
角 分 线 的 热量 ， 而 国生 人 68) ML TAR BOC). ARE 
了 证 明 的 技术 细节 .。 口 

利用 这 两 个 引 理 ， 可 以 估计 以 von Koch 雪 花 曲线 为 边界 的 区 
域 也 的 热 容 量 ,应 记得 ， 

dim, ôD = dim, ôD = “log4/log3 ， 


定理 12. 12 

设 D 是 以 von Koch 雪花 曲线 为 边界 的 区 域 , 则 问题 (12.64) 
702 66) PAY D 的 热 容 量 (12.67) 在 :0 时 ,满足 

| h,(t)=t*p(—logt)+o(t'”) ~ (277 

其 中 t=1- > > Hogaitog3 = 0.369，D 是 周期 为 log9 的 正 的 连续 
函数 ， 
证 明 把 区 域 D 分 割 成 图 12.10 0 表示 的 两 种 方式 ， 在 图 12. 10(a) 
中 分 割 成 三 个 全 等 的 部 分 D,,D,,D,, 由 引 理 12.11 


h,O=> hp, (O) +O) 


= 3hp,(t)+0(t") (12.78) 
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图 12.10 von Koch 雪花 域 分 解 成 (a)3 TO TF : 
而 图 12.100) 中 D 分 割 成 十 二 个 全 等 的 D,,…,D,, 及 一 个 六 边 
形 H, 再 次 利用 引 理 12.11, 由 于 对 六 边 形式 (12 68) RE, 则 


h (=F hy (+h) +O 


= 12h, (t) +O(t ) 
5X (12.78) 比较 , 并 由 于 D, 是 D, 的 相似 比 为 1/3 的 相似 形 ， 
利用 引 理 12.10 , 可 得 : 
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h, (Ð= 4h,, ()+0(t”) 
| = 4/9 ho, (9t) +O( t°) 

于 是 , 由 式 (12.78), 对 1>0 


h,(t)= < h (91) + q(t) (12.79) 


其 中 对 充分 小 的 t, q(t)= =e"). 
如 果 记 
t=e", fM=e"h,(e*), g(t)=e"q(e ") (12.80) 
其 中 x=1- 4 log4flog3, 则 正如 7.2 节 的 更 新 理论 的 例子 , 式 
(12.79) 成 为 | | 
f(D =f(t— log9) + g(t) (12.81) 
因为 h 有 界 连 续 , 所 以 9,f 及 g 也 有 界 连续 ,并 对 120, 存在 常 
数 c， 使 
WOI < cee- - 1/2) - (] 2.82) 
EXP: R>R 


p=È g(t tiloga) +f) 


由 式 (12.82) 的 结论 知 上 面 的 级 数 一 致 绝对 收敛 , 所 以 p 是 连续 
的 。 利 用 式 (12.81) | 

p(t)= pC +1og9) 
dá p 以 jog9 为 周期 , 而 且 ,因为 x< 方 


Vo- POSË lC + ilog9) 


In 
© 
Ms 


et — /2)(¢+ 10g) 


— 
ii 
— 


其 中 c 是 合适 的 常数 ， 利用 式 (12.8 80) 变换 成 原来 的 变量 ， 即 得 
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式 (12.77) O 


注意 式 (12.81) 是 更 新 方程 的 一 个 非常 特殊 的 情形 , 即 是 在 式 
(7.19) 的 形式 中 恰好 只 有 一 个 “时 刻 ?” 的 情形 。 HRR 7.3 应 用 
到 式 (12.81) 可 以 得 到 

h,(t) ~ tp(— togt) 
ii Ee or Pr ay A REMO). 
经 过 相当 的 努力 可 以 把 式 (12.77) 改进 为 
h,(t)= t Pllogt)— tq(logt) +o(e 13" ) : 
HP Pq 具有 周期 log9， 这 是 一 个 令 人 注意 的 指数 误差 的 界 的 
估计 . 

12.4 ”分形 域 上 的 微分 方程 

at RN en R" 区 域 上 的 微分 方 

。 然 而 , 在 有 些 情况 下 , 对 定义 在 本 身 就 是 分 形 的 集合 上 的 “ 微 
分 方程" 求解 是 可行 的 四 如 梁 流 或 电流 传导 通过 高 度 多 城 介质 
BATA 。 

“在 研究 分 形 域 上 的 微分 方程 中 存在 许多 技术 国难， 在 分 形 域 
上 定义 象 拉 普 拉 斯 类 型 的 微分 算 子 的 困难 就 不 少 。 在 引入 这 个 复 
杂 课 题 的 同时 , 只 给 出 Sierpinski 三 角形 上 的 热 方 程 及 拉 普 拉 斯 
算 子 特征 值 的 分 布 的 简要 的 叙述 , 由 于 Sierpinski 三 角形 有 良好 
的 正则 性 及 连通 性 质 , 使 在 其 上 的 这 方面 的 课题 有 一 定 的 进展 ， 

处 理 分 形 E 上 微分 方程 的 大 部 分 方法 都 依赖 于 E 的 近似 图 上 
的 离散 微分 方程 ,其 目的 是 为 了 取 这 种 微分 方程 的 规范 解 的 极限 ， 
通过 这 个 方法 , 得 出 瑟 上 的 极限 “微分 方程 "的 一 个 非 退 化 的 解 . 

首先 考虑 如 何在 Sierpinski 三 角形 EE 上 定义 能 导出 热 方 程 解 
的 布朗 运动 。 回 顾 在 民 上 定义 标准 的 布朗 运动 的 方法 , 这 种 布朗 
运动 是 作为 合适 的 尺度 的 随机 游 动 的 极限 出 现 的 , 见 FG16.1 
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TH. WX) 是 集 {j2*:je 有 Z} 上 的 随机 游 动 ,从 XX.(0)=0 开始， 
并 且 每 过 时 间 间 隔 4 游 动 一 步 。 所 以 在 时 刻 m4* 的 位 置 是 
X (m4 *), 而 在 时 刻 (m + 1)4 AY i BEX, ((m + 1)4-*) 恰好 等 可 能 
WE X, (m4) -2 KX (m4) +27", BIME, 24 k >œ 
时 , 随机 游 动 序列 已 (0 收敛 到 办 上 的 称 为 一 维 布 朗 运动 的 过 程 
X(t), ( 时间 变 量 的 尺度 是 空间 变量 尺度 的 平方 , 是 收敛 到 非 退 化 
过 程 的 必 不 可 少 的 条 件 .) 因此 , 4 k 充分 大 时 , 在 精细 的 比例 尺 
之 下 XO) 与 X(t) 在 所 有 方面 都 非常 相似 。 对 任意 的 上 及 h>0， 
布朗 运动 的 增 量 X(t4+h) 一 X(t) 服从 均值 为 零 , HHH h IEA 

分 布 ,所 以 “典型 ?的 , 在 持续 时 间 为 4 的 时 间 间 隔 内 ,过程 移 动 
Th’ 的 距离 。 而 且 ,布朗 运动 有 独立 增 量 , 即 在 轨道 上 没有 时 
间 记 忆 。 更 一 般 的 是 R" 上 的 布衣 运动 (可 以 看 成 是 由 n 维 立 方 格 
子 态 上 的 一 定 尺度 的 随机 游 动 的 极限 构造 出 来 的 . ), 它 的 增 量 
X(t+h)—-X() 具有 均值 0， 而 |X(t+h) 一 X(0)| MABE. 

”我 们 试图 模拟 Sierpinski 三 角形 上 布朗 运动 的 构造 , 此 时 ， 
把 天 看 成 是 延 拓 了 的 Sierpinski 三 角形 是 更 合适 的 , 即 E 是 按 自 
相似 性 向 外 延 拓 , 见 图 12.11( 这 样 就 可 以 避免 把 通常 的 “有 界 " 的 
Sierpinski 三 角形 的 三 个 角 顶 点 看 成 是 例外 的 点 )。 有 一 个 自然 
的 几何 图 形 序列 EE, 通 近 延 拓 了 的 Sierpinski 三 角形 , 见 图 
12.11。 作 为 几何 集 ,， ESE, SE, 4 E= UZ, En iV, HE, 
的 顶点 集 ， 于 是 图 E, 有 长 度 为 2-* 的 边 ， 并 且 VV 中 的 每 个 顶点 
有 四 个 相 邻 的 顶点 。 对 k=0,1,2,…,V ,是 六, Fmt E, :的 所 有 
边 的 中 点 ， 且 联 结 上 合适 的 边 ， 就 组 成 Ei,, o 

对 k=0,1,2,…, Æ V, ERE SU E, 的 边 游 动 的 随机 游 动 X(t), 
EM X,(0)=0 开始, 并 在 时 间 %(%, 是 确定 的 ) 内 移动 一 次 . 于 
是 X, (ma) 是 此 随机 游 动 在 时 刻 mo, 时 到 达 的 V, 的 顶点 , 则 
X((m + 1)%,) BS X, (ma) 相 邻 的 四 个 顶点 之 一 , 并 以 与 前 面 任 
一 步 独立 的 , 相等 的 114 概率 选择 其 中 的 一 点 ， 


12.4 分 形 域 上 的 微分 方程 281 


~、 人 
MAD 


O E E 


12.11 KE YH Sierpinski 三 角形 和 近似 图 

对 上 之 1,E; 上 的 这 个 随机 游 动 X,(t) 导出 了 E, ,上 一 个 随机 
游 动 : 简单 地 注意 到 由 X(t) 访问 过 的 V 的 顶点 序列 (不 考虑 
对 同一 个 顶点 的 重复 占有 ), 并 把 它们 看 成 是 在 E,_, 上 的 随机 游 
动 访问 的 顶点 序列 。 由 E, 的 对 称 性 ,E,_, 上 的 随机 游 动 运动 到 相 
邻 四 个 顶点 的 概率 也 都 是 相等 的 , 所 以 这 就 导出 了 与 变化 了 的 时 . 
间 区 间 相 适应 步 数 的 随机 游 动 X,_,()。 为 了 使 随机 游 动 X, 能 收 
敛 到 适当 的 极限 过 程 , 可 以 合理 地 选择 时 间 区 间 x,,%,,…, 使 对 每 
PRA, XM 人 ,的 顶点 运动 到 V_, 的 相 邻 顶点 的 时 间 是 x, 
至 少 可 以 从 平均 上 保证 每 一 步 的 时 间 是 所 希望 的 a, 。 从 下 面 
的 引 理 可 知 , 这 和 需要 %_,= 5%，,( 由 于 的 每 个 项 点 有 四 个 相 邻 
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的 顶点 , 所 以 可 能 会 认为 这 个 倍数 应 当 是 4, 但 是 Sierpinski = = ff 
形 的 几何 性 质 却 使 5 倍 是 正确 的 ). 


a2 


a3 


12.12 从 x 出 发 的 E, 上 的 随机 游 动 


5| 理 12.13 © 

设 站 是 上 面 所 描述 的 E, 上 的 随机 游 动 x FeV, ,的 顶点 ， 
i] Age Vi. 中 与 X 相 邻 的 四 个 顶 反 组 成 的 集合 。 则 在 和 (DO 位 于 
x 的 条 件 下 ,到 达 4 的 点 的 期 望 步 数 等 于 5 。 ) 
证 明 由 EE 的 对 称 性 ，E, 在 x 附近 的 部 分 总 可 以 表 成 如 图 12.12 
的 形式 ,这 里 A= {a,,a,,a,,a,\, b,, b,, ¢ MPa. 12 E(P,A) 为 
E E, 上 的 随机 游 动 从 点 PE V, 出 发 到 达 4 的 期 望 步 数 。 对 给 定 
的 从 x 出 发 的 随机 游 动 , 在 确定 从 x 运动 到 4 的 期 望 步 数 
E (x, 仿 时 ， 利用 对 称 性 , 可 以 假定 第 一 步 到 达 b, 于 是 

E(x,A)=1+E(b,, A) 3 

通过 考虑 从 bb, Alc 出 发 到 达 A 可 能 的 上 及 其 则 还 


f: E(b,,A)= E(b,A)=1+ È E(x,A)+ + L E(b,,A)+ + Ele,A) 
od 
+7 x0 


E(c,A)=14 = x 0+ = E(b,,A) + + E (b,,A) 
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解 上 述 方程 ,可 得 E(x,4)=5 。 口 


于 是 ,如 果 玉 上 的 随机 游 动 X 两 每 步 之 间 的 时 间 间 隔 确定 
A, 则 由 它 导出 的 E ,上 的 随机 游 动 每 步 之 间 的 平均 时 间 间 隔 为 
5 2 .为 使 k 一 co 时 X, 有 非 平凡 的 极限 , dX, SAY 已 ,上 的 
随机 游 动 必 须 在 大 范围 内 与 随机 游 动 入 ,很 接近 ,为 达到 这 点 ， 
对 每 个 [应 使 ,=Sx，， 

因此 , 为 保证 尺度 的 相 容 性 , 令 2,557, k=0,1,2,…, WE R 
或 RB" 上 标准 的 布朗 运动 类 似 , 可 以 证 明 , 随机 游 动 序列 X,(t) 收 
全 到 随机 过 程 X(0), 这 个 过 程 称 为 延 拓 了 的 Sierpinski 三 角形 E 
ERA iB 

只 上 的 标准 的 布朗 运动 的 基本 性 质 也 表现 在 下 上 的 布朗 运动 
中 , 但 指数 有 不 同 . 有 人 可 能 会 以 为 维 数 dim, E=log3/log2= 
1.585 是 确定 XOT E LALR EERE, BEES XO) 运动 
更 密切 相关 的 是 被 称 为 游 动 维 数 的 dw , 这 个 维 数 反映 了 X0) 在 
不 同 尺度 下 运动 的 速率 。 由 引 理 12.13, XO 及 其 极限 XO, 在 
VW 的 一 个 顶点 运动 到 相 邻 的 顶点 的 平均 时 间 是 $x, = 45 
在 这 期 间 运 动 的 距离 是 2-**!。 所 以 , 对 每 个 时 间 间 隔 h，X(1) 运 
动 的 “标准 "距离 是 he =2.322。 这 就 引出 了 游 动 维 数 的 定义 : 
d, =log5/log2 =2.322 ; 这 里 ， 至 少 可 以 断言 X(W) 的 增 量 的 均 方 
对 hh>0 满 足 7 

E(\X(tt+h)— XDK hr = (12.83) 
( 可 以 与 标准 的 布朗 运动 E CXE +h) - XON h 比较 一 一 它们 的 
不 相等 是 域 E 的 分 形 性 的 必然 后 果 ,) 

上 述 的 结果 以 及 更 多 的 结论 可 以 粗略 地 证 明 , 特别 对 X(0)=x 
而 X(t) 位 于 集 4 的 概率 有 关键 的 估计 、 设 /是 s 维 豪 斯 道夫 测 
度 在 三 上 的 限制 ,这 里 s=dimaE =log3/log2 (所 以 KA 自然 是 
上 的 局 部 有 限 测 度 ) . 对 从 x 出 发 的 布朗 运动 , 存在 转移 密度 
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P(x,y), 它 可 以 确定 经 过 时 间 上 到 达 y 的 概率 密度 ,所 以 对 xEE 
及 可 测 集 4， 


P(X(t+h) EAX =)= | Popdng (12.84) 


对 p (x.y) 的 了 解 能 得 到 所 研究 的 布朗 运动 的 统计 性 质 。 通过 对 
”基本 的 随机 游 动 XX, 的 细致 分 析 , 可 以 证 明 , 存在 常数 c,,c,,¢,, 
c,>0 ,使 得 对 x,yeEE 及 1>0 
ct exp (= c(l yl") < p, (x,y) 
Se,t-"“exp(—c,{(|x— yite») (12.85) 


(可 以 与 RR" 上 的 标准 布朗 运动 比较 ， 在 那里 dw=2, H=L*, 而 转 
移 概率 密度 是 
p (x,y) = (27t) "exp(— ix- y}/2t) (12.86) 
在 本 节 的 内 容 中 , (12.85) 起 了 与 熟悉 的 高 斯 核 类 似 的 作用 .) 
用 标准 的 布朗 运动 中 使 用 的 平行 的 方法 , 可 以 证 明 以 概率 1, 
X(t) 的 样本 轨道 满足 Holder 条 件 , (请 与 FG16.1 节 比 较 ), 对 
任意 的 Y<1/ds RO<t,,1,<T , 
[X(t)— X(t, Selt, =t NC (12.87) 
KE c 依赖 于 > 和 T. mE, Ba FF AE OS BA E 
1083/082, 所 以 轨道 “充满 "了 集 E5 ， 
RY 上 的 布朗 运动 与 热 方程 的 解 紧密 相关 GR" 中 的 热 扩散 可 以 
看 成 是 按 布朗 运动 轨道 独立 运动 的 大 量 。 热 粒 子 ” 的 综合 作用 。 如 
果 v 是 t=0 时 民 " 上 的 热 分 布 , 则 时 刻 t 在 点 x 的 温度 是 : 


u(x, D= |p (xy) (12.88) 
其 中 p, 是 式 (12.86) 表示 的 标准 转移 密度 . 可 以 通过 微分 验 证 
满足 GA =e p 
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因此 式 (12. 88) HER 上 的 带 有 初始 条 件 (u(x, thdx 一 WA) 
(一 co ) 的 热 方 程 

l o 
nie 

用 类 似 的 方法 , 在 延 拓 的 Sierpinski 三 角形 5 上 的 布朗 运动 
也 可 以 看 成 是 天上 的 热 方程 的 模型 。 于 是 ,在 三 上 的 初始 热 分 布 
能 导出 时 刻 1 的 温度 分 布 (12.88), 不 过 此 时 ,E 上 的 转移 密度 p， 
是 由 式 (12.84) 给 出 的 . 

为 了 得 到 以 式 (12.88) 为 解 的 热 方 程 的 有 意义 的 形式 , 应 当 指 
出 这 只 能 通过 EE 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 VY? 来 表示 。 这 里 ,再 一 次 利 
FAT FRO Goa. RR 上 的 拉 普 拉 斯 算 F, d*/dx, 是 下 面 差 的 极限 


Ñ slim he *[(foc+h) -f0 +U- Nf) (12.89) 


=lim h7? È COSO 


而 对 连续 函数 Í: E> R, 则 通过 几何 图 E, 的 序列 的 逼近 来 定义 ， 
见 图 12.11。 用 C(E) 表示 5 上 的 连续 函数 类 ， BED RAYE AR se X 
V fECCE), 对 任意 有 界 集 A 


lim 


ko Len s 5 Euer- (x) -Vf o=o o. (12.90) 


这 里 (x) 包含 V, 上 x 的 四 个 相 邻 的 顶点 .( 注 意 ,Vy 只 定义 在 c(E) 
的 子 空间 ), 其 中 明确 的 数字 “5 是 使 式 (12.90) 有 意义 所 需要 的 : 
正如 下 面 将 要 指出 的 , 这 是 游 动 维 数 等 于 log5/log2 的 直接 推论 ， 

对 给 定 的 上 , 设 x,ye Ny, ,根据 对 E 上 的 布朗 运动 的 假设 , 在 时 
A Out, EA xih, A de= 5 的 时 间 ,到达 VY 中 的 与 x 相 
邻 的 4 个 顶点 中 的 一 个 。 (从 平均 上 讲 ， 这 是 正确 的 》 考虑 由 下 式 
给 出 的 到 达 的 转移 密度 
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Deal X59) ™ LY, EV (x) os p (wy) 
其 中 x EVO) 是 与 x 相 邻 的 项 点。 于 是 


Busy) — p(x) a. SÈ seno (P WI) DX Y)) 
251-0, PHAR 90), 2 
s+ (x, N= 5 — L Vip (x, y) | 
可 以 推出 ste, $8) 定义 的 4 oe E EMANE 
ou = 二 dyu 7 (2. 91) 


XE p(x 四 是 E 上 的 布朗 运动 的 转移 密度 ， aR, 在 1 BUF, 
P(x,.) 在 x 附近 是 压缩 的 (个 为 X(t) 不 会 运动 太 远 )。 所 以 当 
t—> 0 时 ,ju(x,t)dx(x) 一 v(4)。 于 是 ,利用 t=0 BTA RAS A, 
布朗 运动 的 积分 式 (12.88) 解 出 了 E 上 的 方程 (12.91)， 当 然 , 可 
以 通过 进一步 的 努力 , 把 上 面 的 论述 叙述 得 更 严格 些 
下 面 转向 寻找 分 形 域 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 的 有 关 问题 ， 

这 里 , 要 求 这 个 域 是 有 界 的 。 因 此 从 现在 起 取 E 是 Sierpinski 三 
角形 ( 通常 是 非 延 拓 的 ), 并 且 以 明显 的 方式 将 前 面 提 到 的 记号 修 
改 成 符合 有 界 的 假设 。 于 是 E 成 为 含有 有 限 顶 点 的 顶点 集 V, 

和 一 些 长 度 为 2“ 的 边 组 成 的 图 , H kokt, EF, tt Ee. K 
(12. 90) HD EF DT SY PAR Se BT P YF Rda 改 ， 
Wf EC(E), 满足 


lim sup ave: >. salt) —f0)— Pog] =0 (12.92) 


这 里 ZOL V, 中 与 x 相 邻 且 不 属于 VV, 的 顶点 集合 ， 在 这 样 的 
模式 中 ， 令 人 感 兴趣 的 是 相应 的 狄 利克 莱 问 题 的 特征 函数 ， 这 是 
EVER E 的 三 个 角 顶 点 值 为 零 的 函数 。 可 以 证 明 ,方程 
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Vu =—ju ,ueC(E) ,及 xeW 时 ,u(x)=0 (12.93) 


的 特征 值 是 实 的 且 是 非 负 的 , 且 由 12.2 节 的 思想 ,试图 去 估计 第 
k 个 特征 值 的 大 小 . 
定义 的 谱 维 数 4d,=2log3/log5=1.365 , “可 以 证 明 特征 值 
计数 函数 N(4) 满足 | | 
N(4)= #{ 方程 (12.93) 的 不 超过 2 的 特征 值 y pid? (12.94) 
( 可 以 与 在 R" PH RRL AY Weyl 定理 比较 , 在 那里 d, 是 由 n 取 
代 , 见 式 (12.40)). 粗略 地 看 来 , 这 是 因为 Sierpinski 三 角形 能 分 
割 成 仅 由 项 点 联结 的 子 三 角形 ， 因 此 这 些 三 角形 本 质 上 是 相互 独 
LÉK, 这 与 灵 中 剪 切 集 的 特征 值 问 题 相 似 , 见 命题 12.5 ， 
为 对 此 有 些 直 觉 , S F F F, 是 三 个 压缩 比 为 1/2 的 相似 变 
换 ,它们 分 别 把 EE 映射 成 组 成 E 的 三 个 基本 三 角形 ， 注 意 到 ,如 
SR u 是 方程 (12.93) 的 具有 特征 值 4 的 特征 傅 数 ,而 且 如 果 当 x 
趋 近 Vo 的 点 时 ，u(x) 以 充分 REE ETS. 则 对 任意 的 
i =(i,,°"°, i,), PRR 
w=ulFr'(x)) (MR xe F(E)) 
=0 (如果 x€ E\F(E)) 
是 具有 特征 值 ?2 的 特征 函数 ,其 中 ije{1,2 3) FER oo F, | 
为 看 清 这 一 点 ， 注意 到 对 在 F(E) N E, 上 而 不 是 V, 的 顶 点 的 x 
Mi k>>p, 


wug=y 5 Eo) -U(E O). 


(12.95) 


=F xs- R3 pa hw) -u(F; '(x))) 
xS Veu Fr) 

=5 Au(F, '(x)) | 

= 5 /u(x). 
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可 以 证 明 存 在 具有 特征 值 4,20 的 特征 函数 u, CER V 
时 充分 快 地 趋 于 0, 所 以 对 p = 1,2,… 至 少 存在 3? 个 具有 特征 值 5 
的 相互 独立 的 特征 函数 。 于 是 N(S 4 ) 过 3"， 所 以 N (4) 之 
cz "8 8 ,其 中 c 是 常数 ,为 证 式 (12.94) 只 需 再 证 明 相反 的 不 等 
a 而 由 于 对 任意 ieI， 利 用 式 (12.95) 可 以 证 明 , SE t tE rA 
族 都 可 以 从 基本 的 非 负 特征 函数 & 得 出 , 相反 不 等 式 的 证 明正 
取决 了 这 一点 
由 N(4) 的 渐 近 性 质 能 得 出 更 为 精确 的 信 息 ,用 更 新 定理 的 
方法 ( 见 7.2 节 ), 可 以 得 到 周期 为 log5 的 正 函 数 p, 使 N(A) ~ 
P(log4)j*? 。 
这 里 所 叙述 的 定义 布朗 运动 及 在 Sierpinski 三 角形 上 的 拉 普 
拉 斯 算 子 的 方法 可 以 延 拓 到 任意 起 临界 有 限 的 自 相 似 集 ,粗略 地 讲 ， 
这 就 是 IFS{E 已 } 定义 的 IE F(E) N FE) BARA) 6 
任意 自 相 似 集 E. Gl, 对 图 12.13 的 “六 角形 ”, 它 的 豪 斯 道夫 


维 数 dim„E =log6/log3 =1. 631, 
游 动 维 数 d „= (log360—1og19)/log3 =2. 678 , 
而 谱 维 数 d,=2log6/(log360 —log19) =1.218 . 


在 这 个 例子 中 ,， 游 动 维 数 表示 通过 E 扩散 的 速率 的 尺度 性 状 ， 
而 谱 维 数 则 表示 用 式 (12.92) 定 义 拉 普 拉 斯 算 子 时 所 需 的 系数 , 它 
正好 是 特征 值 计数 渗 数 服从 的 星 定 律 中 的 指数 的 2 倍 . 一 般 情况 
F, d,=2dim,E/d, , R" 上 的 标准 布朗 运动 及 拉 普 拉 斯 算 子 
也 正好 是 这 样 , 在 那里 d,=dim,E=n , Mi d,=2. 

在 这 一 节 中 ,刚刚 接触 到 分 形 域 上 的 偏 微分 方程 这 个 课题 ， 
在 许多 域 上 构造 偏 微分 算 子 有 进一步 的 困难 , 甚至 在 “简单 的 ” 
Sierpinski 地 毯 上 ( 它 不 是 超 临 界 有 限 的 ) 也 如 此 , 面 对 各 种 各 样 
的 分 形 域 , 以 及 随 着 各 种 物理 过 程 逐步 被 合理 定义 的 微分 方程 所 
模拟 ,将 有 力 地 促进 这 个 课题 的 领域 进一步 向 前 发 展 . 
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Ey 


图 12.13 “六 角形 "E 是 超 临 界 有 限 的 自 相似 集 ; 5 上 的 热 扩散 和 拉 
普 拉 斯 算 子 可 以 用 类 似 于 Sierpinski 三 角形 的 方法 ,利用 已 
。 的 逼近 图 来 建立 


12.5 注 记 与 参考 文献 

12.1 市 的 方法 已 经 被 广泛 地 应 用 于 各 种 各 样 的 系统 中 , 对 不 
变 集 维 数 的 基本 估计 的 定理 12.2 是 由 Douady 和 Oesterlé(1980) 
给 出 的 . 这 个 理论 在 Ladyzhenskaya(1991) 和 Teman(1988) 的 书 
中 得 到 了 相当 详细 的 描述 和 发 展 。 在 他 们 的 书 中 包含 了 许多 在 动 
” 力 系 统 和 微分 方程 中 的 进一步 的 应 用 , 以 及 本 课题 发 展 的 历史 回 
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顾 和 许多 进一步 的 参考 文献 ， | 

特征 值 计数 函数 NG) 的 渐 近 指数 的 第 二 项 可 能 反映 了 有 界 
域 的 分 形 维 数 的 看 法 , 首先 是 由 Berry(1979) 提出 的 ,由 此 产生 
了 由 Brossard 和 ,Carmona(1986) 讨论 的 问题 :“ 是 否 可 以 昕 出 分 
形 的 维 数 ?”, 至 于 一 维 域 中 的 问题 , IFS RS C (zeta) 函数 的 联 
系 是 由 Lapidus 和 Pomerance(1993) 研究 的 ， 关于 与 黎 曼 假设 
的 联系 也 可 以 参见 Lapidus 和 Maier (1995) 的 文章 ， 高 维 域 中 
的 特征 值 计 数 函 数 误差 的 界 《 对 更 一 般 的 椭圆 方程 也 有 效 ) 是 由 
Lapidus(1991) 得 到 的 ， 在 某 些 域 上 得 到 了 更 精确 的 估计 ， 可 参 
N, Fleckinger— Pelle 和 Vassilev(1993) 及 Chen #l Sleeman(1995) 
的 文章 ， Lapidus(1993) 和 Sleeman(1995) 给 出 了 这 个 课题 的 综 
$. 

有 关 在 多 边 形 域 上 热 方程 的 热量 损耗 估计 的 式 (12， 68), 请 参 
见 van den Berg 及 Srisatkunarajah(1990) 的 文章 。 有 关 和 雪花 
域 上 的 渐 近 形式 是 由 Fleckinger 等 人 (1995) 导出 的 。 而 对 更 一 
般 域 上 的 估计 式 (12.75), 则 是 van den Berg(1994) 得 到 的 。 

Goldstein(1987) 和 Kusuoka(1987) 构造 出 了 Sierpinski 三 
角形 上 的 扩散 过 程 Barlow 和 Perkins(1988) 给 出 了 关于 转移 密 
度 的 详细 分 析 。 Barlow 和 Bass(1992) 把 这 个 理论 推广 到 ( 非 超 
临界 有 限 的 ) Sierpinski 4h #§ E. Kigami (1989) 定义 了 在 
Sierpinski 二 角形 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 ,而 Fukushima 及 Shima 
(1992) 确定 了 它 的 特征 值 和 特征 函数 。Kigami 和 Lapidus(1993) 
找 出 了 一 BRA AR BMRA EAE , 对 这 方面 
材料 的 综述 可 见 Kigami(1995) 的 文章 。 


练习 


121 证明 由 式 (12.2) 给 出 的 奇异 值 函数 ,是 半 可 腾 的 ， 
(提示 : 先 证 明 s 是 整数 的 情形 ) 。 | 
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12.6 
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利用 [(x,y) 的 二 阶 适 代 f(x, y) Hénon 吸引 
子 维 数 的 估计 (这 里 需要 一 定 的 数值 计算 ) 。 
验证 式 (12.56)( 提示 :利用 x 在 整个 单位 正方 形 取 值 
ay, 四 分 之 一 贺 Ox, 门 上 的 格子 点 数 的 平均 值 千 于 
Q (0,7) 的 面积 ,并 考虑 .Q(X,r) 的 极 值 ) . 

证 明 边 长 为 qa 泛 证 的 正方 形 的 不 交 并 组 成 的 区 域 
D 一 的 特 伍 值 叶 球面 数 具 有 式 (12. 60) 的 形式 , 并且 


LOC 。 


利用 自 相 似 性 得 到 HG: Ai>r} 的 道 归 式 ， 并 利用 系 
7.3 (12.50). 

设 刀 是 由 单位 边 长 的 Sierpinski E 49 BH Og A OH 
部 分 的 并 组 成 的 域 , BABES 数 c, 使 特征 值 计数 
函数 N) 本 nL =c) ， 

zt? s=dim,E=log8/log3 , 


在 时 刻 t= 0, 热 按 有 限 测 度 ， 分 布 在 平面 域内 ,扩散 
XA AE ARAL Vu = Ou/Ot 进行 ,验证 


u(x,t) = (47) f exp(—|x— yl/4Ddv(y) 


woh J HAt A xR., MARASMA 
测度 在 满足 强 分 离 条 件 的 自 相 似 集 Ec 上 的 限制 ， 
# F s=dim,E, H u(x,t) | AHA AY t fo v 
LFA A x RE. RE: A RH 6.5), 

it D X Sierpinski 三 角形 的 余 集 的 有 界 部 分 ,所 以 0D 
及 Sierpinski 三 角形 。 证 明 在 这 种 情形 下 , 问题 (12.64) 
— (12.66) 中 时 刻 上 的 热 容量 ji(D 对 较 小 的 上 满足 
h(t) t", # P s=dim,ôD =log3/log2 。 

推广 引 理 12.13 的 证 明 去 证 明 E= r43 是 随 
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12.11 


12.12 
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机 变量 NN 的 概率 生成 函数 ,其 中 N 表示 在 已 上 随机 
BEV, ORM RAR KPH EY PR, 
验证 E(N)=5 , 
利用 式 (12.85) 对 Sierpinski 三 角形 上 的 市 朗 运动 建 
立 几乎 必然 的 Holder 条 件 (12.87). 
设 ECR 是 Sierpinski 四 面体 (Sierpinski 三 角形 的 
三 维 形态 , 从 一 个 四 面体 反复 的 去 掉 一 个 倒置 的 小 四 
面体 而 得 到 的 图 )。 模 仿 Sierpinski 三 角形 的 理论 推 
H dim„E=dim,E=2, d,=log6/log2 及 d,=2log4/ 
log6, 
REAABIDZP HAA, 验证 文中 叙述 这 种 情 
形 下 的 dim,£, d. 和 d, 的 值 ， 
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工 英 -~ 一 汉 
(括号 中 的 数字 表示 首次 出 现 的 章节 , 按 英语 的 第 一 字母 为 序 ) 
A 
almost all x (1.3) 几乎 所 有 的 x 
almost everywhere (1.3) 几乎 处 处 
attractor (invariant set) (2.2) | 琢 引 子 (不 变 集 ) 
approximately self-similar (4.2) 近似 自 相 似 
average density 
(order-two density) _ (6.2) 平均 密度 (二 阶 密度 ) 
t- arithmetic (7.1,7.2) 7 一 算术 的 
B 
Borel measure (1.3) 波 雷 尔 测度 
Borel regular measure (1.3) 波 雷 尔 规则 测度 


Box dimension 


(box counting dimension) (2.1) SER (it BER ) 


bi- Lipschitz invariance (2.1) NE fh HERE 
binary (8.1) 二 元 的 
bi- Lipschitz equivalent (8.3) MAE BES 
Brownian motion (12.3) 布朗 运动 

C 


compact (1.1) 其 的 
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closed ball 
closure 
concave 
convex 
counting measure 
converge weakly 
6- cover 
countable stable 
countable set 
conformal 
cookie — cutter system 
cookie —cutter set 
covering number function 
coarse theory | 


coarse multifractal spectrum 
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diameter 

disc 

dominated 

density point — 

disjoint 

dynamical system 

dimension measure 
dimension derivative family 
diffuse dimension distribution 


demension 


引 


闭 球 

闭 包 

EI AY 

西 的 

计数 测度 

55 WE SX 

6- 覆盖 

可 数 稳定 

可 数 集 

保 形 的 

cookie 一 cutter 系统 
cookie 一 cutter 集 
W a 3X PH 

粗 线条 理论 

粗 线条 多 重 分 形 谱 


直径 

圆 盘 

控制 的 
密度 点 

不 交 的 
动力 系统 | 
维 数 测度 
维 数 导 数 族 
扩散 维 数 分 布 
维 数 
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equivalent 

ergodic 

entropy 

energy 

exact lower dimension 
exact upper dimension 


eigenvalue counting function 
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finitely stable 

d -field 

fine theory 

first variation equation 
functional attractor | 
fractal 


G 
geometric invariance 
graph- directed set 
Gibbs measure 
gap- counting- function 
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Hansdorff dimension 


(2.1) 


等 价 

HAY 

fe 

能 

严格 的 下 维 数 
严格 的 上 维 数 
特征 值 计数 函数 


有 限 稳定 
0- 域 

精细 理论 
第 一 变 分 方程 
函数 吸引 子 
分 形 


几何 不 变性 
定向 图 集 
Gibbs 测度 
间隙 计数 函数 


Be WTI HE 


308 R 


Hansdorff metric (2.2) 
Hilbert transform (9.3) 
Hansdorff (fine) multifractal spectra 
| (1.1) 
histogram method (11.1) 
Hénon mapping (12.1) 
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interval (1.1) 
interior (1.1) 
injection (1.1) 
iterate (1.1) 
indicator function 
(characteristic function) (1.1) 
integral (1.3) 
H-integrable (1.3) 
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implicit (2.2) 
invariant (4.2) 


interior Minkowski dimension (12.2) 


interior r- neighbourhood (12.3) 
K 
k-th level subset (8.2) 


FIEREN 

名 尔 伯 特 变换 

mK HA) 多 重 分 形 
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直方 图 法 
Hénon 映射 


区 间 
内 部 
单身 
RR 


示 性 函数 (特征 函数 ) 
积分 

A- 可 积 的 

38 (ew RA 

不 变 测度 

隐 的 , 隐 式 

不 变 的 , 不 变 式 

内 头 可 夫 斯 基 维 数 
内 r- 邻 域 


k 水 平子 集 
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Lipschitz function (1.1) 李 小 硕 效 函 数 

Lipschitz canstant (1.1) 2 hb air 25 He 

Locally finite (1.3) 局 部 有 限 

Lebesque integrable (1.3) 勒 贝 格 可 积 

lower local dimension (2.1) 下 局 部 维 数 

Lipschitz mapping (2.1) 李 小 希 效 映 射 

lower density (2.2) 下 密度 

liapunov exponent 

(characteristic exponent) (6.2) 李 雅 普 洛 夫 指数 (特征 指 

数 ) 

loganthmic average (6.2) 对 数 平均 

lower average density (6.2) 于 平均 密度 

lower coarse multifractal spectra (11.1) 下 粗 线 条 多 重 分 形 谱 

Legendre transform (11.1) 勒 让 德 变换 

lower Legendre Spectra (1) ”下 勒 让 德 谱 

Lorenz attractor (12.3) 洛 仑 兹 吸引 子 

M 

measurable function (1.3) FY il eR BX 

monotone (1.3) 单调 

}t- measurable | | (1.3) A- 可 测 的 

measure (1.3) 测度 

monotonicity | (2.1) 单调 性 

martingale (8.1) BR 

multifractal measure (11.1) 多 重 分 形 测度 

multifractal spectrum 

(singular spectrum) (11.1) 多 重 分 形 谱 ( 奇异 谱 ) 


method of moment (11.1) TTR 
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N 


n-dimensional Lebesque measure L” 


H non- arithmetic 


non- atomic part 


O 


open set 
open set condition 
one-sided average density 


P 


probability measure 

point mass 

pointwise dimension 
(Hdlder exponent) 


(1.3) 
(7.1) 
(10.2) 


(2.1) 
(2.2) 
(6.2) 


(1.3) 
(1.3) 


(2.1) 


probablistic iterated function system 


packing dimension 
pre- fractal 
partition function 
post- critically finite 


Q 


quasi- self- similar 


(2.1) 
(2.1) 
(2.2) 
(5.2) 
(12.3) 


(4.2) 


n SEE DURE L" 
KIER AY 
非 原子 部 分 ` 


开 集 
开 集 条 件 
单 边 平均 密度 


概率 测度 
点 质量 


点 态 维 数 (H6lder 指数 ) 
BE (RMA 


填充 维 数 
先 分 形 


”划分 函数 


后 临界 有 限 


拟 自 相似 
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R 
r- neighbourhood 
(r- parallel body) (1.1) r- 邻 域 (r - 平行 体 ) 
restriction (1.3) 限制 
repeated subdivision (1.3) 反复 细 分 
r- mesh cube (2.1) r- 网 立方 体 
regular (2.1) 规则 的 
rectifiable (2.1) 可 求 长 ( 积 ) 的 
repeller (4.1) FT 
renewal equation (7.1) 更 新 方程 
residence measure (10.2) 居留 测度 
S 
surjection (1.1) 满 射 
Support (1.1) 支撑 
submultiplicative (1.2) 半 可 乘 的 
subadditive (1.2) 半 可 加 的 
strictly convex (1.2) 严格 点 的 
simple function (1.3) 简单 函数 
scaling porperty (2.1) 尺度 性 质 , 比例 性 质 
smooth manifold (2.1) 光滑 流 形 
strong separation condition (2.2) 强 分 离 条 件 
self- similar | (2.2) 自 相 似 
self- affine (2.2) 自 仿 射 
self- conformal (2.2) 自 保 形 的 
self-similar measure (2.2) 自 相 似 测度 
self- affine measure (2.2) 自 仿 射 测度 
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5 


super- self-similar 
statistical mechanics 
space average 
supermartingale 


submartingale 


statistically- self- similar set 


singular value 
singular value function 


spectral dimension 
T 


totally unrectifiable 

transitivity condition 

topological pressure 
(pressure) 


transfer operator 


(Sinai — Bowen — Ruelle operator) 


thermodynamic limit 
time average 
tangent measure 
tangent space 


transition dersity 


U 


upper box dimension 
upper local dimension 


(2.2) 
(5.3) 
(6.1) 
(8.1) 
(8.1) 
(8.2) 
(12.1) 
(12.1) 
(12.3) 


(2.1) 
(3.1) 


(4.2) 
(4.2) 


(5.3) 
(6.1) 
(9.1) 
(9.1) 
(12.3) 


(2.1) 
(2.1) 


超 自 相似 
统计 力学 
空间 平均 
Em 

Fa 
统计 自 相似 集 
奇异 值 
奇异 值 函 数 
谱 维 数 


完全 不 可 求 长 ( 积 ) 的 
可 传递 条 件 


拓扑 压力 (压力 ) 

转移 算 子 

(Sinai — Bowen — Ruelle 
AT) 

热力 学 极限 

时 间 平 均 

切线 测度 

切线 空间 

转移 密度 


EaR 
上 局 部 维 数 
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upper density (2.2) 上 密度 

upper average density (6.2) 上 平均 密度 
upcrossing (8.1) 上 交叉 

upper coarse multifractal spectra (11.1) 上 和 粗 线条 多 重 分 形 谱 
upper legendre spectra (11.1) Epi Bis 
uniformly differentiable (12.1) 一 致 可 微 ( 可 导 ) 


upper interior Minkowski dimension 


(12.3) 上 内 闵可夫 斯 基 维 数 


V 

vitali cover (1.3) vitali E% 
W 

whitney decomposition (12.3) whitney 分 解 


walk dimension (12.3) 游 动 维 数 
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四 的 


闭 包 

WER 

半 可 乘 的 
半 可 加 的 

波 雷 尔 测 度 
波 雷 尔 规则 测度 
不 交 的 
比例 性 质 ( 尺度 性 质 ) 
不 变 测 度 
保 形 的 

遍历 的 

不 变 的 ,不 变 式 
FR 

布朗 运动 


C 


测度 
超 自 相 似 


R 5l 


T、 汉 一 淡 


(括号 中 的 数字 表示 首次 出 现 的 章节 , 按 拼音 的 第 一 字母 为 序 ) 


(1.2) 


(1.1) 
(1.1) 
(1.2) 
(1.2) 
(1.3) 
(1.3) 
(1.3) 
(2.1) 
(2.2) 
(2.2) 
(4.2) 
(4.2) 
(8.1) 
(12.3) 


(1.3) 
(2.2) 


concave 


closure 

closed ball 
submultiplicative 
subadditive 

Borel measure 
Borel regular measure 
disjoint 

scaling property 
invariant measure 
conformal 
ergodic 

invariant 
submartingale 


Browmian motion 


measure 


super - self - similar 
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FF 
Gibbs 测度 
粗 线条 理论 


粗 线条 多 重 分 形 谱 


D 


单身 

点 质量 

等 价 

单调 

单调 性 

点 态 维 数 

(Holder 指数 ) . 
RMR ” 
定向 图 集 

By 73 Hb 

对 数 平均 

单 边 平均 密度 
多 重 分 形 测度 
多 重 分 形 谱 
(奇异 谱 ) 
第 一 变 分 方程 


(8.1) 


repeller 

Gibbs measure 

coarse theory 

coarse multifractal spectrum 


injection 
iterate 
point mass 
equivalent 
monotone 


monotonicity 


pointwise(Hdlder exponent) 
interated function system 
graph- directed set 

dynamical system 

logarithmic average 
one-sided average density. 
multifractal measure 
multifractal spectrum(singular 
Spectrum) 


first variation equation 


binary 
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F 
分 形 (1.2) fractal 
Vitali 覆盖 (1.3) Vitali cover 
反复 细 分 (1.3) repeated subdivision 
ô. WA (2.1) 6- cover 
A- 非 算术 的 (7.1) k non- arithmetic 
T is BY pe FY (7.2) covering number function 
非 原子 部 分 (10.2) non-atomic part 
Whitney 分 解 (12.3) | Whitney decomposition 
G 
概率 测度 . (1.3) probability measure - . 
概率 迭代 函数 系 (2.1) probabilistic interated fun- 
i ction system 
光滑 流 形 (2.1) smooth manifold 
规则 的 (2.1) regular 
更 新 方程 (7.1) renewal equation 
H 
BER (2.1) box dimension( box - coun- 
CTAR ) ting dimension) 
WIFE HK (2.1). Hausdorff dimension 
豪 斯 道夫 距离 (2.2) Hausdorff metric. 
划分 函数 (5.2) partition function 
MIA A) 多 重 分 形 谱 (11.1) Hausdorff (fine) multifra- 


K OR S| 
后 临界 有 限 


J 


紧 的 
几乎 所 有 的 x 
几乎 处 处 
计数 测度 
积分 
局 部 有 限 
简单 函数 
几何 不 变性 
cookie- cutter 集 
近似 自 相似 
间隙 计数 函数 
居留 测度 
精细 理论 


K 


A- 可 测 的 

A- 可 积 的 

可 测 函 数 
控制 的 

可 数 稳定 

可 数 集 

FR 

可 求 长 ( 积 ) 的 
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ctal spectra 
functional attractor 
post- critically finite 


compact 
almost all x 


‘almost everywhere 


counting measure 


‘Integral 


locally finite 


_ simple function 


geometric invariance 
cookie- cutter set 
approximately self- similar 
gap- counting function 
residence measuer 

fine theory 


H- measurable 

H- integrable 
measurable function 
dominated 
countable stable 


“countable set 


open set 
rectifiable 
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开 集 条 件 
可 传递 条 件 
空间 平均 
扩散 维 数 分 布 


L 


李 卜 希 效 函数 
李 卜 项 效 常数 
r- 邻 域 

(r -平行 体 ) 
勒 幢 格 测度 
NRA R 

李 和 雅 普 洛 夫 指 数 
(特征 指数 ) 
勒 让 德 变换 ， 
BERR SF 


M 


拟 自 相似 


(4.2) 


R 引 


open set condition 
transitivity condition 
space average 


diffuse dimension distribution 


Lipschitz function 
Lipschitz canstant 


~ r- neighbourhood 


(r- parallal body) 


_ Lebesque measure 


Lebesque measureable 
Liapunov exponent 


(characteristic exponent) 
Legendre tramsform 


Lorenz attractor 


surjection 


density point 


` quasi- self- similar 


平均 密度 
(二 阶 密 度 ) 
谱 维 数 


区 间 
强 分 离 条 件 
切线 测度 
切线 空间 
奇异 值 
奇异 值 函 数 


R 


内 部 

弱 收 敛 

能 

热力 学 极限 

内 闵可夫 斯 基 维 数 
Al r- 邻 域 


示 性 函数 
(特征 函数 ) 
双 李 小 希 兹 不 变性 
EAEg 
上 局 部 维 数 


(6.2) 


(12. 从 


(1.1) 
(2.2) 
(9.1) 
(9.1) 
(12.1) 
(12.1) 


(1.1) 
(1.4) 
(5.2) 
(5.3) 


~ (12.2) 


(12.3) 


(1.1) 


(2.1) 
(2.1) 
(2.1) 


5l 


average density 
(order-two density) 
spectral dimension 


interval 


strong separation condition 


tangent measure 
tangent space 
singular value 


singular value function 


interior 

converge weakly 

energy 

thermodynamic limit 

interior Minkowski dimension 
interior r-neighbourhood 


indicator function 
(characteristic function) . 
bi- Lipschitz invariance 
upper box dimension 
upper local dimension 


X 


320 m 引 
上 密度 (2.2) upper density 
i (4.2) entropy 
时间 平均 (6.1) time avefage 
土 平均 密度 (6.2) upper average density 
T- 算 术 的 (7.1) t- arithmetic 
上 交叉 (8.1) upcrossing 
ER (8.1) supermatingale 
k 水 平子 集 (8.2) k-th level subset 
ME BES Hr (8.3)  bi-Lipschitz equivalent 
上 粗 线条 多 重 分 形 谱 (11.1) upper coarse multifractal spectra 
上 勒 让 德 谱 (11.1) upper Legendre spectra | 
上 内 闵可夫 斯 基 维 数 (12.3) upper interior Minkowski dimension 
工 
填充 维 数 (2.1) packing dimension 
拓扑 压力 | 
(上 压力) (4.2) topological pressure(pressure) 
统计 力学 (5.3) statistical mechanics 
统计 自 相 似 集 (8.2) statistically- self similar set 
#5 TE (Ait BX ce BK (12.2) eigenvalue counting function 
n SER) OL FS REEL" (1.3) n- dimension Lebesque measure L" 
维 数 (2.1) dimension 
-网 立方 体 (2.1) r-mesh cube 
完全 不 可 求 长 ( 积 ) 的 (2.1) totally unrectifiable 
维 数 测度 (10.2) dimension measure 
维 数 导数 族 (10.2) simension derivative family 


限制 
下 局 部 维 数 
下 密度 
相似 变换 
吸引 子 
(不 变 集 ) 
先 分 形 
cookie 一 cutter 系统 
下 平均 密度 
希 尔 伯 竺 变换 
下 粗 线条 多 重 分 形 谱 
Fik 


Y 


bd it 
严格 凸 的 

I- 域 . 

有 限 稳定 
隐 的 ， 隐 和 式 
加 
严格 的 下 维 数 
严格 的 上 维 数 
Hénon mR Sf 
一 致 可 微 (可 导 ) 
游 动 维 数 


之 


”直径 


(1.1) 
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restriction | 
lower local dimension 
lower density 


similarity transformation 


attractor (invariant set) 


pre- fractal 

cookie — cutter system 

lower arerage density 

Hilbert transform 

lower coarse multifractal spectra 
lower Legendre spectra 


disc ` 

strictly convex 
c- field 

finitely stable 
implicit 
martingale 


exact lower dimension 


exact upper dimension 


= Hénon mapping 


uniformly differentiable 
walk dimension 


diameter 
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支撑 

自 相 似 

自 仿 射 
自 保 形 

自 相似 测度 
自 仿 射 测度 
转移 算 子 
直方 图 法 
转移 密度 


(1.1) 
(2.2) 
(2.2) 
(2.2) 
(2.2) 
(2.2) 
(4.2) 
(11.1) 
(12.3) 


-5| 
support 
self- similar 
self- affine 
self- conformal 
self- similar measure 
self- affine measure | 
transfer operater 
histogram method 
transition density 
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自从 1991 年 《分 形 几 何 — 数学 基础 及 其 应 用 》 一 书 的 中 主 
本 由 东北 大 学 出 版 社 发 行 以 来 , 英国 数学 家 Kenneth J. Falconer 
的 名 字 对 中 国 研 究 分 形 的 学 者 已 是 一 点 也 不 陌生 了 ， 他 在 分 形 理 
论 上 所 做 的 大 量 的 工作 ( 请 参见 本 书后 的 文献 目录 ) 也 为 广大 数 
学 工作 者 所 熟知 ， 

很 荣幸 , 今年 年 初 Falconer 教授 把 他 在 1997 年 底 刚 出 版 
Ayers «Techniques in Fractal Geometry》(《 分 形 几 何 中 的 技 
巧 》) 寄 送 给 我 ,我 们 发 现 ,这 本 书 对 指导 深入 进行 分 形 研 究 有 很 
大 的 现实 意义 ,可 以 预料 , 此 书 中 译本 的 出 版 ,将 进一步 推动 国 
内 对 分 形 的 卓有成效 的 研究 ， 

本 书 由 三 人 共 译 , 曾 文 暴 译 前 言 . 引 论 .第 6, 10, 11, 12 章 ; 
陆 夷 译 第 1 ~ S$ 章 ; 王 向 阳 译 7~ OR, 最 后 由 曾 文 曲 统 稿 , 由 
于 水 平 及 其 它 方面 的 原因 , 译文 中 会 有 些 错误 , 请 读者 发 现 之 后 
及 时 告知 , MEIE. | 

Falconer 教授 始终 支持 我 们 的 翻译 工作 , 他 首先 帮 我 们 与 
John Wiley & Sons 出 版 社 联系 , 解决 了 翻译 版 权 的 问题 。 在 
签署 了 出 版 协议 之 后 , 东北 大 学 出 版 社 已 获得 了 此 书 中 译本 在 中 
国 出 版 发 行 的 全 部 权利 , 这 不 能 不 首先 感谢 Falconer 教授 对 我 
们 的 信任 。 其 次 对 我 们 翻译 中 出 现 的 问题 ,他 总 是 有 问 必 答 , 以 
最 快 的 速度 解决 我 们 的 疑难 . 在 百 忙 之 中 他 又 给 中 译本 写 来 了 帘 
意 深刻 的 《中 译本 前 言 》, 对 他 的 热忱 在 这 里 谨 表 示 我 们 最 深切 的 

东北 大 学 出 版 社 一 贯 支 持 科技 新 书 的 出 版 发 行 , RINE HE 
版 社 编辑 们 为 出 版 本 书 所 付出 的 艰辛 劳动 表示 衷心 的 谢 忱 。 

曾 文 曲 
1998 年 10 月 于 广东 工业 大 学 


